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Introduction

Que va-t-on étudier? Le module d’Informatique Théorique 2 traite
de la théorie des Langages Formels. Le mot “langages” est certainement
connu du lecteur; I’épithete “formels” précise que nous étudions les mots
des langages du point de vue de leur “forme” et non de ce qu’ils pourraient
évoquer a un locuteur de ce langage. Cette notion de forme s’oppose a celle
du “ sens” des mots et des phrases, qui est certes essentielle, et fait 'objet
de la “ sémantique” des langages. On se concentre ici sur la forme, non par
mépris du sens (ce qui serait absurde), mais par ce que nous appliquons une
stratégie “ diviser pour régner” dans le domaine de I’ étude des langages :
cette démarche s’avere souvent efficace tant pour le chercheur que pour le
pédagogue et 1’ étudiant. En fait, on s’ apercevra en cours de route qu’une
bonne compréhension de la forme fournit des outils pertinents pour essayer
de déduire le sens (des mots, des phrases, du discours) de 'analyse de leur
forme.

Pourquoi ? Historiquement, deux grandes préoccupations ont conduit a
s’intéresser aux langages formels.

P1 Les mathématiciens de la seconde moitié du 19ieme siecle ont cherché
(et réussi) a donner aux mathématiques une forme plus rigoureuse, donc
soulevant moins de controverses ; la clé de cette rigueur est la définition d’un
langage artificiel, beaucoup plus pauvre que la langue naturelle (au moyen
de laquelle on écrivait les mathématiques a cette époque) mais, en revanche,
définie de facon beaucoup plus précise. Nous appellerons ce langage la
langue mathématique formelle”. En particulier, on peut aisément vérifier si
un énoncé prétendiment écrit dans cette langue est effectivement un énoncé
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correctement formé de cette langue. On peut également vérifier, en principe
du moins, si une suite d’énoncés (correctement formés) est réellement une
démonstration dans une axiomatique donnée, ou non.

P2 Depuis le 18ieme siecle au moins, les linguistes s’efforcent de décrire
les langues naturelles. Au début du 20ieme sieécle, ils se sont préoccupés
d’inventer des modéles mathématiques de leur objet d’étude : les langues.
Ainsi les AB-grammaires, apparues dans les années 1930 décrivent certaines
phrases simples des langues naturelles. Les grammaires algébriques (qui sont
apparues dans les années 1950 et que nous étudierons ici) , les grammaires
catégorielles (qui datent de la méme époque) sont des évolutions des AB-
grammaires. Depuis lors, de nombreux autres modeles ont vu le jour et
continuent & étre inventés ou perfectionnés par les spécialistes de linguistique
computationnelle.

Une fois la théorie lancée par ces deux motivations, des liens fructueux (et
prometteurs, car rien n’est terminé) sont apparus avec les domaines sui-
vants :

— la conception des Langages de Programmation : i.e. la construction de
langues artificielles qui permettent d’exprimer des calculs ; de tels langages
doivent étre suffisamment riches pour satisfaire les désirs des utilisateurs
(qui souhaitent réaliser des calculs compliqués) et doivent aussi pouvoir
étre compris des ordinateurs, dont le langage natif, le “ langage machine”,
est tres primitif. La traduction des programmes évolués vers les langages
machine est 'objet de la compilation ;

— la Théorie des modeles : i.e. I’étude des structures ensemblistes qui rendent
vraie (ou fausse) une formule logique ou un ensemble de formules logiques ;
ce sujet est abordé a la section 4.

— La Théorie de la complexité des algorithmes : un algorithme peut étre
défini comme une machine ou bien un programme d’une machine; on
définit alors une notion de complexité liée au type de machines utilisé. La
notion informellement utilisée dans les enseignements d’ASD est souvent
celle associée aux machines dites “ R.A.M.” (Random Access Memory
machines).

— La Théorie des Jeux : initialement il s’agissait de modéliser le comporte-
ment des acteurs d’une économie de marché; il s’ avere que les concepts-
clés de cette théorie (notion de stratégie gagnante, de jeu déterminé) sont
tres pertinents pour traiter de problemes d’automates.
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— I’Algebre : il s’agit ici de ’étude des structures telles que les groupes,
les semi-groupes, les monoides, etc ... La notion de langage rationnel est
treés liée a celle de monoide fini par exemple; des liens subtils entre les
expressions rationnelles et les monoides conduisent & des algorithmes que
I’on aurait du mal a concevoir directement sur les automates finis.

— La Combinatoire : c’est 'art (et la science) du dénombrements d’objets
discrets définis par leurs propriétés ou bien par des récurrences. Il s’avere
que les récurrences d’'un coté, et les grammaires, de 'autre, sont souvent
tres liées.

— La Biologie moléculaire : une molécule d’ADN (ou d’ARN) est souvent
modélisée comme un mot sur un alphabet de quatre lettres (A,C,D,G).
Il s’ agit de mots tres longs et la conception d’algorithmes efficaces de
traitement de telles molécules obtenues expérimentalement passe parfois
par la modélisation par des grammaires, des automates, des systemes de
réécriture ou d’autres systemes formels plus complexes.

Quelles autres UE sont concernées ?

En “amont” :

L’Unité d’ Enseignement intitulée “Informatique Théorique 1”7 fournit les
bases indispensables concernant les automates finis, les expressions ration-
nelles et plus généralement les mathématiques discretes.

L’Algorithmique, qu’elle soit générale et associée aux “ Structures de Données”,
ou bien focalisée sur les Graphes, est tres utile pour concevoir des algorithmes
portant sur les langages formels.

En “aval” :

Les concepts, propriétés et algorithmes que nous introduisons ici sont

- essentiels pour les UE d” Analyse Syntaxique (L3) et de Compilation (M1)
- utiles pour I'UE de Modeles de Calcul (M1)

- utiles pour I'UE de Logique (M1)

- essentiels pour 'UE de Linguistique Computationnelle (M2)
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Chapitre 1

Langages rationnels de mots

1.1 Mots, monoides

Définition 1.1.1 Un monoide est un triplet M = (M, -,e), o0 M est un
ensemble M, - est une opération associative sur M et e est I’ élément neutre
de M pour cette loi.

Soit X un ensemble. Un mot sur 'alphabet X est, par définition, une ap-
plication partant d’un intervalle [1,n] de N et arrivant dans ’ensemble X :
u:[l,n - X.

Le mot particulier correspondant & 'application vide est dénommé le “mot
vide” et noté []

On dénote par X 51’ensemble des mots écrits sur ’alphabet X.

Soient U : [1,n] - X,v :[1,m] - X deux mots. Le produit de concaténation
de U par V est le mot W obtenu en juxtaposant U et V. Formellement, w = u-v
est défini par :

dom(w) = [1,n +m], O, n],wli] = uli]; OAC, m],wli + j] = Vv[j].
Remarquons que, pour tout u [XI™

u-F Llu=u.
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Définition 1.1.2 Pour tout alphabet X, (X5, [Jest un monaoide. On I'ap-
pelle le “monoide libre engendré par X”.

Définition 1.1.3 Soit M = (M, -, e). Un sous-monoide de M est un triplet
M= (M", G tel que :

- MM

-el=e

— mMm [™MYm Cmr=m - m~

Si I est un ensemble ¢indices et si MICALM; = (M;, -, e) est un sous-
monoide de M, alors ( ;Mi, ', €) est un sous-monoide de M.

Définition 1.1.4 Soit Y une partie d’'un monoide M. On appelle sous-
monoide engendré par Y, le plus petit sous-monoide de M contenant Y .
On le note Y &

D’apres ce qui précede, Y st Pintersection de tous les sous-monoides de
M qui contiennent Y .

Exemple 1.1.5 Soit N = (N, +,0). Soit A I’ensemble des nombres pairs
et B I’ ensemble des nombres impairs. (A, +,0) est le sous-monaide de N
engendré par {2} tandis que (B, +,0) n’" est pas un sous-monaide de N.

Définition 1.1.6 Soient M = (M,-,e) ,M"~ = (M, x,e} des monaides.
On appelle homomorphisme ( de monoide) allant de M dans MY toute
application h de M dans M Pverifiant :

— h(e) =e"

— [, mYCW, h(m - mY = h(m) x h(mY

Exemple 1.1.7 L’application qui & un mot u associe sa longueur |u| est un
homomorphisme de (X5}, €) dans (N, +,0).

L’application n @ 2" est un homomorphisme de (N, +,0) dans (N, %, 1).

Théoréme 1.1.8 Soit X un alphabet. Soit (M, -, e) un monoide et soit h
une application de X dans M. Il existe un et un seul homomorphisme h :
XEL_, M tel que XICHR, h(x) = h(x).
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Le monoide X ™bst appelé le monoide libre engendré par X. La propriété
énoncée dans le théoreme 1.1.8 est la propriété universelle du monoide libre
sur X. On peut démontrer qu’elle caractérise (& isomorphisme pres) le couple

(X, X5 ~ ~
Preuve : Existence : Posons h(g) = € et h(X1...Xn) = h(X1) - ... - h(Xn). I
est facile de voir que h est bien un homomorphisme.

Unicité :Soient g et ngeuX homomorphismes de X “lans M tels que X1
X, g(X) = gx). Alors g(€) = g (€) = e et pour tout mot U = Xy...Xn,

g(U) = g(X1) e - 9(Xn) = g (X1) e - 9 (Xn) = g (u). (1.1)

C’est & cause de ce théoréme que le monoide X st appelé le monoide libre
engendré par X. O

On appelle langage sur I’alphabet X, toute partie de X ™

1.2 Automates finis

Définition 1.2.1 Un automate est un 5-uplet, A =< X,Q,D,A,d > ol
— X est un ensemble fini,I’alphabet d” entrée

— Q est un ensemble, I’ ensemble des états

— D [CQlest I’ ensemble des etats de départ

— A [Qlest I’ ensemble des etats d’arrivée

— 0 [QIx X x Q est I’ ensemble des transitions

Définition 1.2.2 Un automate fini est un automate A =< X,Q,D,A,d >
dont I’ensemble d’ états, Q, est fini.

Exemple 1.2.3 Posons

X = {a, b}, Ql = {11 2}1 Dl = {1}1 Al = {2}1 6l = {(11 a, 1)! (11 b’ 2)7 (2' b’ 2)}

A1 =< X,Q1,D1,Aq,0; > est un automate fini.



12 CHAPITRE 1. LANGAGES RATIONNELS DE MOTS

O O

Fig. 1.1 — representation graphique.

Exemple 1.2.4 Soit
Q2 ={1,2,3,4,5},D, = {1,4}, A2 = {3, 5},
0 ={(1,a,1),(1,b,1),(1,a,2),(2,a,3), (4,a,5),(5,b,4)}.

Ar =< X,Q2,Dy, Ay, 0, > est un automate fini.

S

— G o A

Fig. 1.2 — representation graphique.

Soit A =< X,Q,D,A,d > un automate fini.
Un mot w de §"st un chemin dans A ssi il s’écrit

W= (ql! X1, q]I.:b(q&X21q2l:5"'(qivxivq5"'(qn! Xn,qr?) (12)

et il vérifie la condition :
W =€ ou CELID, N — 1], 05 = Giss

— N est la longueur du chemin
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— ce chemin mene de ’état gy a 1’état qn
— on convient que € meéne de g & g (pour tout q [CQ)
Définition 1.2.5 On appelle trace I’lhomomorphisme t: §"L-- X g
9, %,9 ) C83t((9,%,9)) = x
Définition 1.2.6 Un mot u X “kst accepté (ou reconnu) par A, ssi il

existe un chemin w dans A menant d’un état qq [0 & un état g, CAl et tel
que t(w) = u.

Définition 1.2.7 On appelle langage accepté (ou reconnu) par A, noté La,
I’ensemble des mots acceptés (ou reconnnus) par A.

Exemple 1.2.8 (suite des exemples 1.2.3,1.2.4).

La, ={a"™n=0,m=1}; La, ={uaalu [{& b} {a(ha)"|n =0}

Notation :
A<p,q>=<X,Q,{p}. {a},0 >

La = Leplymxala<pg>

Définition 1.2.9 Un langage L [—XIkst dit reconnaissable ssi, il existe
un automate fini A sur X, tq L = La. On note Rec(XH I’'ensemble des
langages reconnaissables sur X =1

Exemple 1.2.10 A; est un automate deterministe (localement il n’a qu’un
choix par lettre). Ce n’est pas le cas de Ao.
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oot

Fig. 1.3 — 2 choix possibles dans I’état 1 pour lire a

Définition 1.2.11 Un automate A =< X, Q, D, A, 6 > est déterministe ssi

- (1) Card(D) =1
- (2) [ICQ, XICX, Card({q [Q, (q,%x,q) (3} <1

A est dit déterministe complet Ssi
- (1) Card(D) =1
- (2) [MICQ, XX, Card({g"CQ(q,x,q") [A}) =1

Remarque 1.2.12 La simulation d’un automate fini déterministe complet
par un programme est trés simple.

Notation :
Lorsque A est déterministe, on utilise la notation fonctionnelle

5:0xX — Q

La fonction § s’étend en une unique fonction 8 : Q x X —— Q vérifiant :

- [CQ.8(q, Ol=4q ) )
~ [CQ, X5 XICR, 6(q, u,x) =38(3(q,u),x)
Si A est déterministe complet, alors & est une application.

Proposition 1.2.13 Un langage est reconnaissable ssi il est reconnu par un
automate fini déterministe complet.

Preuve : Soit L=La ou A=< X,Q,D,A,d >. Construisons un automate
fini déterministe complet B tel que La = Lg. Posons

B =< X,P(Q),{D}R,
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ot R={P [FI(Q),P nAE [H
[R(Q)x X — P(Q)

(P’X) i {q EQ’ IEEEI! (pvxvq) E&}
On démonte par récurrence sur |u| que : X SP1 CPI(Q),

[(PJu) = {q CQ, [P} W C3%,{(w) = u et w méne de p & q}
ulls - 0[wiat'gd (D, [gd CA, t(w) = u et W est un chemin qui méne de gq & Ga

- [ CA, ODlu) Cq
-~ [ODIunAE

- [Dlu) [R.

B est déterministe complet car [est une application. O

Remarque 1.2.14 Si A a n états, alors B a 2" états

1.3 Lemme d’itération
Question : Les langages suivants sont-ils rationnels ?

L; = {a""|n=1},
Lo = {f CL&b,c}Hfla = IFlo}
Ls = {f C3& b} ifla = [f]y et pour tout g <, |gla = |g]s}-

Supposons que A =< X, Q, D, A,d > reconnait Lj.

Soit N = Card(Q), soit w un calcul de A sur le mot aNbN

W = (qo, X1, 01)---(Qi—1, Xi, Gi)... (2N —1, X2N, G2N )

L CNNO<i<]j=<N,q =g;.



16 CHAPITRE 1. LANGAGES RATIONNELS DE MOTS

aN pN

2N

Fig. 1.4 — gj est répété

aNpN = aup o go —EA di, Qi —E,A aj > Gj —EA gon On en déduit que :
[KICN, aukB [a, en vertu du calcul :

a uk B
01 — A0, 0i — A 0i =0j,0j — A O2N-

Mais au?p [Ma, car [ou?B|a = |aP]y. Lexistence de A conduit donc & une
contradiction.

Lemme 1.3.1 (de I’étoile) Soit L un langage rationnel.Alors il existe une
constante N > 0, t.q. pour tout mot v [Llsi |[v| = N alors il existe des mots
o,u,p X™q.

- (1) v=aup

-2 0<|u <N

- (3 auf 13

Preuve : Supposons que A =< X,Q,D,A,d > reconnait L. Soit N =
Card(Q). Soit v I |u] = N. Soit w un calcul réussi de A sur le mot V :

~ W = (0o, X1,q1)---(di=1, Xi, Gi)---(An—1, Xn, Gn) OU N = |u]

— W est un chemin

- qo [O,9n CA

- t(w) =v.

Commen+1=N+1==Card(Q)+ 1, LJ [(N,0<1i<j =<n tels que
gi = gj. Soit (k, DJq, n]z,k < [Lttels que gk = qret [Alj) G, n]2
Sii<jetqi=gjalors (k<j—i Ona[3k<N.Posons :

o = t((do, X1,d1)---(Ak—1, Xk k)

u = t((dk, Xk+1, Ok+1)--- (=1, XG0 0h)



1.4. PROPRIETES DE CLOTURE 17

B = t((deXm=1,9=51) - (An—1, Xn, Un))

On vérifie alors que auf3 = t(w) = v, i.e. le point (1) est vrai.
[+ k CJull>0,[(+ k <N [Jufl< N, ce qui prouve le point (2).
Pour tout entier m=0 :

a um B
Jo =AUk Ok —— A Gk = 4l A On-

Donc au' [Li.e. (3). O

1.4 Propriétés de cloture

Proposition 1.4.1 Si L [—Xi™&st reconnaissable alors X~ L est recon-
naissable.

Preuve : Soit L = La, ou
A=<X,0Q,d,Ad>
(& application).

Posons
B=<X,Q,d,Q—A0>.

Montrons que X1 La =Lg Soit u [X 1On a la suite d’ équivalences :

ULX™ La » du) DA - [{du) CQ—A. O

Proposition 1.4.2 Si L [XI—&st fini, alors L est reconnaissable.

Preuve : Soit L XI5 Card(L) < 400 Soit A =< X,Q,d,A,d > oil
Q=Pref(L) = {u (X5 MICX5U v [}

(u,x) B ux
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si ux [Plref (L), sinon (u,X) n’a pas d’image par 9.

d=c¢
A=L
On a bien : )
X 5d(s,u) [ u 1
O

Exemple 1.4.3 Lorsque L = {a, aa, aab, ab, ba, bba}, A est I’automate représenté
sur la figure 1.5.

Lt

Fig. 1.5 -

Proposition 1.4.4 Rec(XH'est fermé par union.

Preuve : Soient L1 = La,,Lo=La,

A =<X,Q,D1,A1,01 >, A; =< X,Q,D2,A2,3; >

On suppose que Q1 N Q2 = [Posons :
A=< X,Ql mz,Dl D, A; IIb,Bl E@ >,
On vérifie que La = La, [Th,. O
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Proposition 1.4.5 Rec(XY'est fermé par produit.

Idée naive : supposons que L1 = La,,L2 = La,. On construit 'union des
deux automates A1, Ay, dans laquelle on fusionne I’état final de A; avec
I’état initial de Ao.

Fig. 1.6 — L’ idée ...
ot @t
SOOI OO
a

C

b d #
O ' S O

Fig. 1.7 — ... et son contre-exemple !

Dans ’exemple de la figure 1.7, on obtient un automate A tel que :
acdbac s — La, - La,
Il faut donc améliorer cette idée de départ.
Preuve de la proposition 1.4.5 : Considérons des automates finis Ay, Az

tels que L1 = La,, Lo = La,.

A1 =< X,Q1,D1,A1,01 >
Ay =< X,Q2,Dz,A2,0; >
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Ncavc I care

c 7

Fig. 1.9 — Produit (de concaténation)

A=<X,Q; [},D1,A,d>

8 =98, 33 [{lq,x,qY CAy x X x Q,|[dl [y, (dy,x,qY a3}
A=A,siDynA,=C1A=A, [AsiDy,nA; B [

On vérifie que Lo = La, - La,. O

1
Définition 1.4.6 Soit L [CXI~7On note L™+ _,L".

Remarquons que L™&st bien le sous-monoide de X “éngendré par L (voir la
définition 1.1.4).

Proposition 1.4.7 Rec(XH'est fermé par I’opération *.
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Fig. 1.10 — Opération étoile

Preuve : Soit L = La, :
AL =< X,Q1,D1,A1,01 >

A=<X,Q,{d:1},A,d >

8 =081 [lg,x,q ) [B x X x Q|[dd [Dy,(d1,x,q) C&d}
A=A 1.

On vérifie que La = (La,)='0

Remarque 1.4.8 Si X [Ylalors Rec(X Y [CRec(Y 5!

1.5 Automate minimal

Notation : Soient u XL CXIH
ulL = {v XYy I
Lu™! ={v IXu B}

On appelle “résiduel”du langage L, tout langage de la forme u™!L.

QL) ={u™'Lju XY

21
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Théoréme 1.5.1 (Myhill-Nerode) : L [Rec(X5 « Q(L) est fini.

Preuve : 1)Supposons que L [CRec(XYH! Soit A =< X,Q,{d},A,d >
un automate déterministe complet reconnaissant L. Considérons les trois
applications :

d:uB ulL; t:uB (du); ¢:9B Lacgas

g
_ 9

Q © QW)

Fig. 1.11 — Diagramme 1

Le diagramme précédent est commutatif. Comme ¢ est surjective, ¢ l'est
aussi. Donc Q(L) = im(¢) et Card(Q(L)) < Card(Q).

2)Supposons que Q(L) est fini.

Considérons I'automate fini déterministe, complet : M =< X, Q(L),{L},R,08 >
défini par
R={P CQ(L)|CIP} et B(P,x)= x1P.

Pour tout u CX5B(L,u) =u™lL. Donc Ly = L. O

Définition 1.5.2 Soient A =< X, Q, {d}, A, § > A=< X, Q7{d}, A" §">deux
automates déterministes,complets. Un homomorphisme de A dans Aest

une application h : Q — QUvérifiant les propriétés :

— (H1) h(d) =d”

~ (H2) [ICQ, XICX, h(3(q,x) = 3h(q), x)

- (H3) g [CA - h(q) CA

Propriété 1.5.3 Si h: A - Alest un homorphisme, alors La = Lao
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Preuve : On prouve, & partir de (H2), par récurrence sur |u|, que

[rQ, X 5h(é(g,u)) = 8¢h(g), u) (1.3)

Théoréme 1.5.4 Soit L [Rec(XY! Il existe un a.f déterministe complet

M vérifiant :

- (MIN1) Lpm =L

— (MIN2) pour tout a.f.déterministe complet A, si La = L, alors il existe
un homomorphisme surjectif h: A -~ M.

Cet automate M est unique, a isomorphisme prés. On I'appelle 'automate

minimal de L.

Preuve : Existence

Soit M l'automate défini dans la preuve du Théoreme 1.5.1.
(MIN1)est vraie.

(MIN2) : montrons que ¢ est un homomorphisme d’automates :
¢(d) =L, donc (H1) est vraie.

Soient q [Q,x [X. Alors

$(3(4,X)) = La<sgxya> = X 'La<ga> = 0(La<ga>, X)

donc (H2) est vraie.

q [CA « Oa<ga> = CIGLQ) « ¢(q) [R, donc (H3) est vraie.
Unicité

Soit M = M et soit My un automate déterministe, complet, vérifiant
(MIN1),(MIN2).

On considere les applications T : u B 3 (dj, u) et les homorphismes surjectifs
hi : Ms—;j - M, fournis par la propriété (MIN2). Le fait que h; est un
homorphisme entraine que :

hyeTy=To et hy e To =1y,
(d’apres 1" équation (1.3)). On en déduit que, pour tout u X
hy ehy°e13(u) =hy e Ta(u) = 11(U) (1.4)

Mais T3 est surjective (voir la définition de M = Mj). De (1.4) on tire donc
que hy e hy =Idg,.
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Comme hy et T1 sont surjectives, T (qui est leur composée) l'est aussi.
On peut donc utiliser le méme raisonnement que ci-dessus pour montrer que
hyoh; = Idg,. Les applications h; sont donc des isomorphismes réciproques.
Donc M1 = M. O

XI:I

Fig. 1.12 -

Congruence d’automate :

Une relation d’équivalence [sdr Q est une congruence de A ssi,

- (C2) g CQ, XICX,q CgF £3(d,x) [305x)

— (C3) [Csdture A.

Automate quotient :

Soit [Cmhe congruence sur automate d.c. A =< X, Q,{d}, A,d >. L’auto-
mate quotient de A par la congruence [edt défini par

A/ T=% X,Q/ C{M| HhA/ Lok

ol
A/ [=X[a] rla CA} et 8([q] %) = [3(d, X)] =1
La projection IT: Q - Q/ Lest définie par :

[q1CQ, TI(q) = [0]

Proposition 1.5.5 1- IT: A - A/ [est un homomorphisme d’automates.
2- La=La/c

Lemme 1.5.6 (Factorisation des homomorphismes)

Soient A =< X,Q,{d},A,d > et B =< X,QY{d%}, AJs"” > deux auto-
mates déterministes complets. Soit h : A — B un homorphisme d’auto-
mates surjectif. Définissons une relation d’ équivalence Kerh sur Q par :
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q(Kerh)r < h(q) = h(r).
Définissons une application h : Q/Kerh — QUpar : h([q]kern) = h(q). Alors
h = he<1II et h est un isomorphisme d’automates.

A/Kerh

Fig. 1.13 — Factorisation de h

Définition 1.5.7 Soit A =< X,Q,{d},A,d > un a.d.c. La congruence de
Nerode de A, notée =, est définie par :

q=r < La<ga> = La<ra>.

Proposition 1.5.8 L’automate A/ = est isomorphe a I'automate M.

Preuve : Dans le diagramme 1, Ker¢ ==. Par le lemme de factorisation,
A/ = est isomorphe & M. O

M

Fig. 1.14 — factorisation de ¢
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Construction de I'automate minimal : Soit A =< X, Q,{d},A,d > un au-
tomate fini d.c. On définit une suite d’approximations de la congruence de
Nerode, (=j)i=o0 par : q =i I ssi

X5 ul <i CRm,u) CA - §(r,u) CA.

Lemme 1.5.9 01N =i+, =

1
Lemme 1.5.10 == ,, =;i.

Lemme 1.5.11 Si ===y, alors ===.

Preuve :
q =i+ r = (DACX CIH (g, X) = 8(r, X)).
Donc
Ek:Ek+l I:I:XIIZ 1’ Ek:Ek+)\ .
. R 1
Ce qul entraine que i=0 Si==k et donc ===,. O

Lemme 1.5.12 1l existe un entier k < Card(Q) — 1, tel que ===+

Preuve : D’apres le lemme 1.5.9 on a les inégalités :
1=<...=<Card(Q/=;) < Card(Q/=j+1) < ... < Card(Q).

Mais la suite d’inégalités obtenues ne peuvent étre strictes plus de Card(Q)—
1 fois. O

Algorithme :

1= = 0 ; FINI := faux;
tant que (not FINI) faire
debut

soit [definie par:

g A ssi [[x X O &(q,x) [CA(r,x)]
si [ [hlors FINI := vrai;

fin
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Théoréme 1.5.13 L’algorithme précédent calcule pour tout a.f.d.c A, son
équivalence de Nerode =.

— l’algorithme précédent est polynomial
— Il existe un algorithme en O(nlog(n)), “I’algorithme de Hopcroft”, voir
[BBCY4, th.6.16 p.333]

Exemple 1.5.14 Considérons I'automate fini d.c. A =< X,Q,{d},A,6 =
oo X ={a,b},Q ={1,2,3,4,5,6},d =1,A ={3,4,6} et 6 est donné par la
table :

:

Oy U W W N

N = NN T

S U W N~

315

On obtient les approximations successives de la congruence de Nerode :

=, = {{1,2,5},{3.4,6}}
= = {{1}1 {21 5}1 {31 6}! {4}}
= = {{1}1 {21 5}1 {31 6}! {4}}

Comme =;==; on conclut que == {{1},{2,5}, {3, 6}, {4}}. L’automate mi-
nimal équivalent & A est donc 'automate A/ ==< X, Q/ =, {[1]=},{[3]=, [4]=},0 >
ol & est donné par la table :

(ici 25 dénote la classe {2,5} et 36 dénote la classe {3,6}). Voir la figure
1.15.
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L) @/\g+
<@L@©@+

.

Fig. 1.15 — Minimisation

Définition 1.5.15 Soit M = (M, -,e) un monoide. On appelle congruence
a droite (resp. & gauche) sur M, toute relation d’ équivalence R sur M telle
que, [ujv,p M,

uRv C-IB R v
(resp. uRv [B-lu R B :v).
R est une congruence si et seulement si, R est a la fois une congruence a
droite et a gauche.

On appelle index d’une congruence a droite (resp. a gauche) R, le cardinal
de M/R.

Définition 1.5.16 On appelle congruence syntaxique a droite de L la rela-
tion = définie par :

u LW - [[EEX5UR M- vp [

Théoréme 1.5.17 Soit L X!
(1) L est rationnel ssi [_@st d’index fini.
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2 M =< X, X" L. {[03:3,R,8 > ol
R = {[u] iy T 3([u] X)) = [ux]

Preuve : Reprenons I'application ¢ : X =1 Q(L) définie dans la preuve du

théoreme 1.5.1. Considérons I'automate déterministe complet (infini) X =<
X, X5{HIL,8x > ot

X 50X, 8x (U, X) = u - X.

¢ est un homorphisme surjectif de 'automate X dans M. Par le lemme
de factorisation, X /Ker¢ est isomorphe & M. Mais Kerd n’est autre que I’
équivalence syntaxique a droite [ IDonc X/ [est isomorphe & M, ce qui
prouve le point (2).

D’apres le point (2), Card(X [0 Card(Q(L)). Donc L est rationnel ssi
Card(Q(L)) < oo (par le théoreme 1.5.1) ssi Card(X™ [ ¥k oo (par I
égalité ci-dessus). Le point (1) est prouvé. O

Définition 1.5.18 On appelle congruence syntaxique de L la relation =_
définie par :

U= v - [@MXSYEXStup CO - avp C

Proposition 1.5.19 Soit L [XI"Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) il existe un monarde fini N, un homomorphisme ¢ : XL N et P [N]
tels que L = ¢~ 1(P)

(2) il existe un monarde fini N, un homomorphisme ¢ : X~ N tels que
L =4 (o(L)

(3) il existe une congruence d’index fini = sur X ~4ui sature L,

(4) = est d’index fini.

Dans ce cas on dit que L est m-reconnaissable.

Preuve : (1) [(2): selon I'égalité (1),

¢ H(d(L) = Hd(dTH(P)) = (P) = L.
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(2) (3] : considérons la congruence == Ker¢. Un “lemme de factorisa-
tion” analogue au lemme 1.5.6, mais ou la structure d’automate est rem-
placée par la structure de monoide, reste valide. En appliquant ce lemme
1.5.6, “version monoides”, a ¢ : X~ im¢ [N, on obtient que X ZAKerd
est isomorphe & im¢. Donc Card(X “ZKerd) < Card(N) < oo.

(3) 4 : comme = sature L, on a l'inclusion = [=]. L’application h :
XH'=_ XY= définie par h([u]z) = [u]=, est bien définie (c’est en fait
un homomorphisme) et elle est surjective.

Donc Card(X™” =) < Card(X/ =) < oo.

(4) (M : posons N = XA = ¢ :uDB [uz, et P = ¢(L). On a bien
L=¢"%(P). O

Théoréme 1.5.20 Soit L [XI=L est reconnaissable = L est m-reconnaissable.

Preuve : (1)Supposons que L est m-reconnaissable. Soit ¢ : X~ N,
P [Nltels que L =¢"(P).
Définissons A =< X, N, {In},P,d > ou

d(n,X) =n - p(x).

Cet automate fini (d’ailleurs déterministe et complet) reconnait L.
(2)Supposons que L est reconnaissable. Soit A =< X, Q,{d}, A,d > un auto-
mate fini déterministe complet, le reconnaissant. Définissons N = (QR, [ 1)
ou [Cddnote la composition des applications, notée “a I'envers” :

[ICQ, (f Cgla) =g(f(q)).

Soit ¢ : X =L QR définie par u B (q B 3(q,u)) et soit

P = {f [QQ|f(d) CAL}.
On vérifie que L = ¢~%(P). O
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1.6 Expressions rationnelles

Définition 1.6.1 Rat(XH'est la plus petite partie de P (X contenant les
langages finis et stable par les opération [ ][]

Notion d’expression rationnelle :
X =Y [X [{d}

ou

Y ={G)+ H
On suppose X n (Y [{3}) =

L’ensemble ER (X) des expressions rationnelles sur X est le plus petit
langage sur X erifiant :

(0) LR (X)

(1) XJCXA,x CER (X)

— (2) si e, e [CHR (X) alors (e1 - e2) [CHR (X)
(3) sie1, ez, CHER (X) alors (g1 +e2) CCHER (X)
(4) sie CHR (X) alors eCTHER (X).

Le fait qu’il existe un plus petit langage sur X “Vérifiant ces conditions n’est
pas tout a fait évident ; nous en donnons une justification, sous une forme
plus générale, dans [Sén02, définition 4.2.1].
Le langage dénoté par une expression rationnelle est défini récursivement
par :
II: ER (X P(XY
(B {I:_E
X X 8- {x}
(el . ez) B- H(el) -H(eg)
(e1+e2) B- II(e1) [IlNey)
e[B- I(e[= (I(e))™

La aussi, 'existence et I'unicité d’une application II satisfaisant ces condi-
tions n’est pas tout a fait évidente; elle repose sur le fait qu’un mot de
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ER (X) a une décomposition unique sous I'une des formes (0),(1),(2),(3)
ou (4). Nous en donnons une justification, sous une forme plus générale,
dans [Sén02] apres la définition 4.2.5.

Remarque 1.6.2 Un langage rationnel est décrit par un infinité d’expres-
sions rationnelles. Par exemple :

(a+b)=L (@&

Proposition 1.6.3 : Soit X un alphabet fini. Alors Rat(X Hlest exactement
I’ ensemble des langages sur X qui sont de la forme II(e) pour une expression
rationnelle e CER (X).

Théoréme 1.6.4 (Kleene) : Soit X un alphabet fini,alors Rat(X 5= Rec(X 5!

Preuve : 1- Rec(X H'contient les parties finies et est fermée par [,-] Donc
Rat(X Y CRec(X Y
2-Soit A =< X,Q, D, A,d > un automate fini tel que L = La.
A=<X,Q,DA>
Q=[1,n]

Pour tout calcul w de Pautomate A, on note | (w) l'intérieur de ce calcul :

Siw = (ql,xl,qltb(qg,xz,qzm)...(qi,xi,aS...(qn,xn,qn) alors I (W) = {02, ...,0n}-
Pour tous i, j, k [, n], on pose alors :

LY = {u cxX'Hiw £3% chemin de i & j, 1(w) CIOK]}.

Les formules suivantes sont vraies :

LO = {x CX,(i,x,j) CB}siigj)

LD = {x [X,(i,xj) C3} C{MHsii=j)
K k—1 k—1 k—1 k—1

Li(,j) = Li(,j ) K )(Lﬁ,k ))@ﬁ,j )-
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On prouve ainsi par récurrence sur Kk :
Ly O n], LY CRat(X"!
D'ou —1 —1

La= La<ij> = LY CRat(x 5!
(i,j) (DKA (i,j) (DKA

33
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Chapitre 2

Langages algébriques de
mots

2.1 Arbres planaires ordonnes

Soit Y un alphabet et E un ensemble inclus dans Y =7 On appelle arbre

planaire ordonné étiqueté sur E toute application T : N2 E telle que

(i) dom(T) est clos inférieurement pour l'ordre préfixe : si u Cdbm(T) et
v [Cuhlors v Cdom(T)

(ii) dom(T) est clos par "frére gauche” : u(i+1) Cdém(T) [CudCddm(T)

On utilise alors le vocabulaire suivant :

* Noeud : élément de dom(T).

e Chemin : suite de noeuds U, Uy, -+, Un telle que, Uj+1 est un successeur

de U;j pour 'ordre préfixe.

* Racine : €

e Feuille : u Cddm(T ), maximal pour ]

e Nceud interne : u Cddm(T ), non maximal pour [

e Hauteur : h(T) := max{l(c) | ¢ chemin dans T} (i.e. le nombre maximum

d’arcs sur une branche)

I(Co,C1,C2,-+ ,Cn) =N

e Norme(T) : [M3= Card(dom(T)).

35
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r(T) = T(¢)
fr(T) = T(y)T(y2) - T(yn)

ol Y1 <lex ¥2 <lex Y3 '+ <lex Yn est la liste de toutes les feuilles de T.

e Sous-arbre enraciné en a [CNIJ T/a
dom(T/a) = o tdom(T), [WCal tdom(T), (T/a)(u) =T (au).

Exemple :
une description et une figure

2.2 Grammaires algébriques

Définition 2.2.1 Une grammaire algébrique est un quadruple G =< X,V,P,S >
ou

- X est un alphabet dit alphabet terminal

- V est un alphabet disjoint de X, dit alphabet non-terminal

- P est un sous-ensemble fini de V x (X CvI)™

- S est un élément désigné de V, appelé I'axiome de la grammaire

Les éléments de X sont appelés lettres terminales ou terminaux, ceux de V
sont appelés lettres non-terminales ou variables ou non-terminaux, ceux de
P sont des regles ou productions de la grammaire. Si (S,m) [Pl S est le
membre gauche et m [{X [V1)™&st le membre droit de cette regle.

Exemple :

Gy =< X1,V1,P1,S > ou Xy ={a,b}, V1 ={S}, P1 ={S - aSbhS+bSaS—+¢}

Remarques et conventions

Par abus de langage, on appelera parfois grammaire algébrique un triple
< X,V,P > en se permettant de ne préciser qu’apres coup quel élément de
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V est choisi comme axiome. Cet abus sera systématique lorsque I'alphabet
non-terminal V ne contient qu’un seul élément.

Une régle (S, m) de la grammaire sera notée S — m et plusieurs régles ayant
le méme membre gauche sont notées en écrivant a droite du symbole — les
différents membres droits séparés par le symbole 4. Ainsi, dans I'exemple
ci-dessus, P; = {(S,aShS), (S,bSaS), (S,€)} Il est bien entendu que ni le
symbole -, ni le symbole + n’appartiennent a X [VI.

Exemples :

Gp =< Xp,Vo,P2 > ot Xp = {a,b}, Vo = {S},P, = {S — aSb+aS + a}
Gs =< X3,V3,P3,S > ott X3 = {a,b,c}, Vs = {S, T},
Ps={S - aSh+T,T - Th+h}
G4 =< Xa,Va,Ps > oit X4 = {a,b}, Vs = {S},Ps = {S - aSS + b}

Définition 2.2.2 Soit G =< X,V,P > une grammaire algébrique. Un mot
u X [Cv1)S$e dérive directement en un mot v [{X [VI)“$elon G si et
seulementsiu=u; T Uz, v=u; muy et (T,m) CPL

On note - g (ou —p) larelation ”se dérive directement en”, et lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité sur G, on 'omet : U - Vv. Ceci est cohérent avec la notation
pour les régles puisque si S — m est une regle, S se dérive directement en
m avec des contextes vides.

. ;. . [ . . ..
La relation ”se dérive en”, notée — est la fermeture réflexive et transitive
. . . [ .
de la relation ”se dérive directement en” : U - V si et seulement si [KICN
tel que U= ug, Uy, Uy, ...,Ux =V et KK Uj - Uj+1.
(U, U1, ..., Uk) s’appelle une dérivation de U en vV que ’on note Up —» U1 - Uz — ... — Ug;

k s’appelle l'ordre de la dérivation et I’on note u K v

Exemple :

Gs =< Xs,V5,Ps > ou Xs ={a,b,c},Vs ={S,T,U},
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Ps ={S - aSbT +cU, T - ¢cT +c¢,U - Uc+c}
ShS - aShThS - aShcThS - aShcchS - aShcchcU

est une dérivation d’ordre 5 de ShS en aShccbcU selon Gs.

Exercices :

- Trouver une dérivation selon Gs de S en aaaShchchecc

- Trouver deux dérivations distinctes selon Gs de TU en ccc

- Ecrire tous les mots qui se dérivent de S a un ordre inférieur ou égal a 7
selon G1, puis selon Gg.

Définition 2.2.3 Soit G =< X,V, P, S > une grammaire algébrique.
1- Pour toute variable T [V, on appelle langage engendré par G a partir
du mot u [7X V1) le langage :

Lo(u) = {v XG0 SV}

2- on appelle langage engendré par G, que I’on note Lg, le langage :

Le = La(S).

3- on appelle langage élargi engendré par G a partir du mot u [{X V)Y
le langage :

Lo(u) = {v X OV 5 v}

Au vu de la grammaire G, donnée en exemple ci-dessus, on devine que
Le, ={a™" | m>n=0}.
Pour le prouver, nous avons besoin de ’outil suivant :

Lemme 2.2.4 (lemme fondamental) Soient ug, up,v 0K V) 5'Si ugu; K
v alors, il existe vi,vo, [{X V1) tels que

K K
V=ViVo,U; = Vi,Us —= Vpetk;+ky=Kk.
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Preuve : Montrons ce lemme par récurrence sur K.

Base 0: k =0.

Le lemme est évident.

Base 1 :k = 1 : ujup — V. Par définition uju, = uSu™ v = umu@et
S - m [Pl Deux cas sont & envisager :

Cas 1 :|uf = |uy].

Dans ce cas on a UP= ujt et u, = tSul

On pose V1 = Uy et Vo = tmu™ On a bien uy 9 Vi et Uy z Vo, V = V1Vo

%

O

N

Cas 2 :|uf < |uy].
On a, symétriquement, u; = u'St et u™= tu,
. 1 0
On pose Vi =u'Mmtet vo =uUp. Onabien Uy 5 Viet Uy — Vo, V=ViVs

A
&JS\ /

Etape d’induction : Soit k = 2. Supposons le lemme vrai pour toutes les

t
{

dérivations d’ordre strictement inférieur a K. Supposons ujuy - V.
k—1
Alors Uiy - W > V
N p h h
Par hypotheése de récurrence, W = W;W, avec Uj s W1, Uy = Wo,
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hi +hy=k—1¢et wywy, - v.

D’apres la démonstration faite pour l'ordre 1, v = v1Vy avec Wi o V1,

u | U uz
h1 ho
W W1 W2
L 2]
v V1 V2

Fig. 2.1 — I'étape d’induction

wy 2 v, G GI= 1
On a donc ug hlIE Vi, Uo hzi@ Vo, h1 + GHhy + RI=k. O

Partant du lemme 2.2.4, on démontre aisément les versions plus générales
qui suivent.

Lemmg 2.2.5 (Ierrlme fondgmental, version 2) Pour tous uj,u; (X []
V)I;I LG(U1U2) = LG(Ul) . I—G(UZ)-

Lemme 2.2.6 (lemme fondemental, version 3) Pour tous p = 2,ug, Up,...,up, [
(X Csj Uily - -~ Up K valors v = V1Vo - - Vp avec O, pl, uj ki Vi

Lemme 2.2.7 (lemme fondemental, version 4) Si u = woSj, W1S;, - - - Sj,Wp =

v avec IC(0,p],wj CXSGACT, p], Si; [V, alors v = womyws - - - MpWy
avec T, p], mj [CI(S;i;).
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Remarque :

Notons, pour tout mot u [ (X [V)5'D(u) := {v [1X V) u-gv}.
D’apres le lemme 2.2.4, D(fg) =D(f)-g+f-D(9)

D’ou la terminologie ”dérivation”.

Définition 2.2.8 Un langage est algébrique si et seulement si il existe une
grammaire algébrique qui I’engendre.

Exemple 2.2.9 Montrons que Lg,(S) ={a"b™ | n>m = 0}.
Notons S le langage {a"b™ | n > m = 0}.
1- Montrons que Ss [L§,(S).
Soient n > m = 0. En appliquant la régle S—aSh m fois on obtient la
dérivation
D1:S D amsp™

puis, en appliquant la régle S—~aS n—m — 1 fois on obtient la dérivation
D2:amsh™ "0t gn—1ggm
et en appliquant la régle S —a 1 fois on obtient la dérivation
D3:a" 1sa™_a"a™
En enchainant D1,D2,D3 on obtient une dérivation
D:S Sanam.

2- Montrons que Lg,(S) CS1.
Prouvons par récurrence sur k [Nl que,

mir{a s X v rorse.

Base :k = 0. Dans ce cas,pour tout mot terminal u le membre gauche de I
implication est faux, ce qui rend vraie I’ implication.

I'Etape d’induction :soit k = 0, u [{a, b} tels que , S “*1 U, Cette
dérivation se décompose en une séquence de deux dérivations

1 k
SSw-Su

Comme (S,w) est une régle de la grammaire G, trois cas sont possibles.
casl:w=a
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Dans ce cas k=0 et u=w = a, donc u CSL.
cas 2 : w=aSh
Par le lemme fondamental (version 4), u est de la forme : u = au'h avec

S X u? comme uTest facteur de u, u” [Ja,b} et par hypothése de
récurrence U8 3= : MI> m = 0,u”= a"b™. Donc u = a"*1p™*1 ce
qui montre que u [CSL.

cas 3 :w=aS

Par le lemme fondamental (version 4), u est de la forme : u = au~avec

s X ul comme uTest facteur de u, u” [Jla,b} et par hypothese de
réecurrence u” CS= : [M> m = 0,u”= a"b™. Donc u = a"**b™, ce qui
montre que u [SL.

2.3 Arbres de dérivation

Définition 2.3.1 Soit G =< X,V,P,0 > une grammaire algébrique.

On appelle arbre de dérivation de G tout arbre Tétiqueté sur X [V [{d}
vérifiant, pour tout nceud X :

(AD1)si x a exactement [ils alors T(X) —p T(X0)T(x1)---T(x: ((&1))
(AD2) si (=2 alors OO0, (F1] T(xi) B¢

On dit que T est un arbre de dérivation terminal si fr(T) X

Exemple 2.3.2 Soit G =< {a,b},{S,A,B},P,S >
1]

S - aAB +bBa
P:LA o SA+ab
B - ¢

La figure 2.2 représente des arbres planaires étiquetés T, To, T3. Ty n’est pas
un arbre de dérivation car il ne vérifie pas la condition (AD1) : (S,AA) [Pl
T, est un arbre de dérivation.

T3 nest pas un arbre de dérivation car il ne vérifie pas la condition (AD2) :
T3(1) = € alors que ce noeud a au moins un freére.

Définition 2.3.3 Soit G =< X,V, P, 0 > une grammaire algébrique.
On définit la relation -4 g (dérivation gauche immeédiate) par
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T T3

T2
Fig. 2.2 — Quelques arbres

X D) S X D) 5F - 6 g ssi [ XS RICXK )

(M, m) CP1f =avp et g =amp
On définit alors QEG (dérivation gauche) comme la cloture réflexive et

transitive de la relation -4 .

On appelle dérivation gauche de f en g une suite (f1, T, - ,f,) telle que
fi=F, fp=get OCL,n—1], f -9 G fi+1.
Une dérivation gauche (fy, - ,fj, - ,f,) est dite terminale si f, X"

Considérons d : {arbre de dérivation terminal} - {dérivation gauche terminale}
T B la dérivation obtenue

en parcourant T de gauche a droite

Exemple 2.3.4 A partir de I'arbre de dérivation T de la figure 2.3 on ob-
tient

d(T) = (S,aAB,aSAB, ahBaAB, ahaAB, ahaabB, abaab)

Théoréme 2.3.5 L’application d est une bijection de I’ensemble des arbres
de dérivation terminaux de racine o dans I’ensemble des dérivations gauches

terminales partant de o.
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i &)

O OO0 O

Fig. 2.3 — Un arbre de dérivation

Remarque : Soit f X

f [IXG) [IIOr] arbre de dérivation de racine 0
et de frontiere T
[T _Till existe une dérivation gauche de ¢ en f
[T Till existe une dérivation de 0 en T

Définition 2.3.6 Une grammaire algébrique G =< X,V,P,0 > est dite
ambigug ssi, il existe un mot f X et il existe au moins deux arbres de
dérivations distincts T, T, de racine o et de frontiére f.

G est dite non-ambigué si elle n’est pas ambigué.

Exemple 2.3.7 S - aSbh + ab est non-ambigug

Exemple 2.3.8 S - aSbh +bSa+ SS + € est ambigug.
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2.4 Formes normales pour les grammaires algébriques

Définition 2.4.1 Soit G =< X,V,P,0 > une grammaire algébrique.
* G est dite réduite ssi :

(1) SIV Lg(S) E I

(2) S0V [, u, X V)56 5 ugSu,
e G est dite propre ssi :

(3) P ne contient pas de régle de la forme S - ¢

(4) P ne contient pas de régle de la forme S - SUY

(S, sP ).

Introduisons ici une notion qui sera utile pour prouver que toute grammaire
est réductible & une forme réduite et propre.

Définition 2.4.2 Etant donnés deux alphabets X,Y, on appelle substitu-
tion de P(X5'dans P (Y H'toute application

®: (P(XY) L - (P(Y ) L)

vérifiant les 3 propriétés suivantes :

(S0) @(0k Cat o({e}) = {e}

(S1) [AIB [AXY (A -B)=d(A) - &(B) ] —

(S2) pour toute suite Ap d’ éléments de P(X5) (|, xAn) = (@ (An).

Remarquons que ® est entierement déterminée par (®({X}))x cxz

Proposition 2.4.3 Pour toute grammaire algébrique G, telle que Lg B
[l existe une grammaire algébrique réduite équivalente G,, que I'on peut
construire a partir de G.

Preuve : Soit G =< X,V,P,0 > telle que Lg(0) E [
Premiére étape : Posons W = {S [V|Lg(S) & 1
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Posons W1 = {S [MI|[m CX5{S, m) P}
et, pour tout i =1

Wiv1 = {S CVI| M (X OWG)5(S,m) CPI} O

. 1
Fait 244 W = ;W

Il suffit de prouver par récurrence : si S L f X hlors S ;.

Fait 2.4.5 si Wj = Wj4q alors W = W; et
il existe i < |V tel que , Wi = Wj41.

On peut donc calculer W.
Soit G; =< X,V,P1,6 >0t P =P n (W x (X )5 On a :
(.

[SICW, si (S,m) [P, (S,m) P

donc [SICW, Lg,(S) CLE(S)

% S —l»jG f X Halors toutes les regles utilisées sont dans Py, donc
S W et Lg(S) CLE,(S).

[Comme Lg B [ bn a o [W.

Soit Gy =< X, W, P1,0 > on a encore G; G} et G, vérifie (1).

Exemple 2.4.6 G =< {a,b},{S1,S>, S3,S4},P,S1 >

avec 1
S;1 - aS; +bS,S3 + abS,S; + S3S,

_ %g -~ aSz+bS;+a
S; - aS,+bS;+a

On obtient W = {S;, S», S4}

—1
S; - aS; + bS,[# abS,S; + [S)

5 b - al#bS,+a
Gl'Pl_ %3 - I:I
S, - aSp;+DbS;+a
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G, =<{a,0b},{S1,S2,54},P1,S1 >

—1

S; - aS;+absS;S;
@2 i bSZ +a

S;, - aS,+bS;+a

Deuxiéme étape : Soit G, =< X,V,P,0 > une grammaire vérifiant (1).
Posons U = {S V| @, m, C0X V)56 5 mySmy}.
Posons Ug = {0} et, pour tout i =0,

Ui+1 = Ui I3 0| SPCW, tmy, my X D) 5575 p mySmp}
) 1
Fait 2.4.7 U= _,U;

Fait 2.4.8
si Uj = Uj+q alors U = Uj et
il existe i < |V|—1 tel que Uj = Uj+1

On peut donc calculer U.
Soit
Gz :=<X,U,P3,0 >

ot P3 =P nU x (X CO)-!

Remarquons que :

Co U

[3iS et (S,m) [P, alors m X Q)™
Donc [S1[U, Lg,(S) = Lg,(S).

On a bien : [S1[Ul Lg,(S) & [

Donc Gz vérifie (1) et (2) et G [CGE O

Exemple : on obtient U = {S1, S»>}
Gz =< {a,b},{S1,S:},P3,S1 >

]
S; - aS; + abs,S;

Ps= g, _ ps,+a
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Proposition 2.4.9 Pour toute grammaire algébrique G, il existe une gram-
maire algébrique GUvérifiant (3) (i.e. sans e-régle) et telle que Lgo= Lg —

{e}

Preuve : Soit G =< X,V,P,0 >.
Soit Ve = {S VIS Sp €}
Posons V1 = {S [MVI|S —1>p €} et, pour tout i =1

Vi ={S V)| @ 155 3p m} W3

On a encore :
- OX|V|,Vi=Via
- 81 Vi = Vj+1, Ve =V

Soit GM=< X,V,PJo > ou P"= {(T,mY | T @, m" [V [CX)*, 1
(V X)*, (T, m) [Plet mPLCsim)}
et s: P((X )Y - P((X [M)H'est la substitution définie par

3 B {} pour X [X
{v} B {v,¢&} pour v [V}
{v} B {v} pour v [V — V¢

Prouvons que [SICV], Lg(S) = Lg(S) — {e}-
Fait 2.4.10 Spol P,

Donc LgS) [CLE(S). De plus PP LCVIx (X [V)*, done LgHS) CL(S)—
{e}

Fait 2.4.11 [SICV] (FICXY, KICNLS S £ 51 Spo f

On prouve ce fait par récurrence sur K.
k =1: facile
k+1:
[ I v A o

S - US1u1Sy - -- Spup I_(> f
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Donc
f = uofiusfy- - fpup

Ki
i —p Ti
avec Kj < k

Notons | = {i [, p|,fj =€}, I ={i L, p], fi E €}

et posons mP= ugT1u Ty - - - Tpup ol

—
T — esii 11
"7 Sisii 1

Par hypothese de récurrence : LIl Tj = S;j _I;;m fi
D’autre part, 0L T] T 9 po Fj. Donc

1
S —»poD —>PE|f

Proposition 2.4.12 Pour toute grammaire algébrique G vérifiant (3), il
existe une grammaire algébrique G-équivalente vérifiant les conditions (3)(4).

Preuve : Soit G =< X,V,P,0 >, une grammaire vérifiant (3) (i.e. sans
e-regle). Définissons, pour toute variable S [V] ’ensemble de variables :

C(S):={T CW|S Sp T}
Nous définissons une suite (Cj(S))imnd’ensembles de variables par :
Co(S) = {S}; Cisa(S) :={T V1| (TPCC(S), TLpT}

—1
Fait 2.4.13 Pour toute variable S ['V1, C(S) = ;5 Ci(S).

Fait 2.4.14 Pour toute variable S [V,
si Ci(S) = Cj+1(S) alors C(S) = C;(S)
il existe un entier i < |V|—1 tel que Ci(S) = Ci+1(S).
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En calculant les ensembles Ci(S) (pour S [V, i []0,|V | —1]), on obtient
donc les ensembles C(S), pour toutes les variables S [V]. Posons alors

GM.= X,V,PYo
ot Po={S_-m|S V] (I CA(S), T -pm,m [V}

Il est clair que GPvérifie les conditions (3)(4) et on peut vérifier que Lg =
Lgo O

Exemple 2.4.15
X ={a,b,c} V ={So,S1,52,53,54,S5} G =< X,V,P >

|js|0 - S$1So +S3S4 + Sg

:l - 5151+ 5S4
P — — - aS; + S3
—3 - Sy + Sy + SsaS3
—S, - C€S;+¢
S5 o S4 + b

Cherchons a supprimer les régles décroissantes (au sens large) dans cette
grammaire. On applique la transformation de la preuve de la Proposition
2.4.9.

Vi ={Ss} V2 = {S4,S1,Ss} V3 = {So, S4,S1,S5,S3} V4 =V
|jS|O - S$1S2+S1+S2+ S3S4+ S3+ S4+ S5

- $1S1+S51+ S,

L
D’od PH=
u g - S2+S4+S5aS3+aS3+Ssa+a
9, - CcSs+¢c
Ss - Ss+b

On applique maintenant la transformation de la preuve de la Proposition
2.4.12.

C(So) = V,C(S1) = {S1,S4},C(S2) = {S2, S3,Sa}, C(S3) = {Ss, S2, S4}, C(Sa) = {Sa},
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C(Ss) = {Ss, Sa}-

Irslo > S$1S72+S3S4+S51S1+aS, +a+SsaS3+aS3+Ssa+cSs+c+b
— S1S14+¢S4+¢

— - aS, +a+ SsaS3 +aSz + Ssa+ ¢Sz +¢C

—3 — SsaSg+aSz+Ssa+a+aS;+cSs+¢C

9, - cSs+¢cC

S5 - €Sy +b+c

D’o0 P =

Proposition 2.4.16 Soit G =< X,V,P,S > une grammaire algébrique.
1- On peut tester si Lg = [

2- On peut tester si Lg = {€}.

3- Si Lg B [8t Lg E {&}, alors on peut transformer (de fagon e [eckive)
G en GP= < X,VIPYSU> telle que Lgo= Lg — {&} et Gest propre et
réduite.

Preuve : 1- On calcule 'ensemble W (preuve de la prop. 2.4.3); si S W
alors Lg = [ binon Lg B [

3- Supposons que Lg B [.On transforme G en G1, qui est sans S — g, selon
la méthode de la proposition 2.4.9; on obtient Lg, = Lg — {€}. On peut
tester (point 1) si Lg, = [

3.1- Si Lg, = Cdlors Lg = {&}.

3.2- Supposons que Lg, B [

G1 est transformée en Gy, qui est propre, selon la méthode de la proposition
2.4.12; (on vérifie que Gy est sans S — €);

Gy est transformée en Gg, qui est réduite, selon la méthode de la proposition
2.4.3; de plus Gj3 reste propre, car les transformations utilisées ne font que
supprimer des regles. Finalement Lg, = Lg, = Lg, = L — {€}.

2- I’ algorithme donné pour le point (3) ci-dessus résout aussi le probleme
Le = {€} 7 (voir point 3.1). O

Proposition 2.4.17 Soit G une grammaire algébrique et w un mot. On
peut décider si w [Tls.

Preuve : Soit G = < X,V,P,S > et w [CX™Si w = ¢ il suffit de construire
Ve et tester si S [V].



52 CHAPITRE 2. LANGAGES ALGEBRIQUES DE MOTS

Supposons que W 2 €. On construit une grammaire propre GH= < X,V JPsSH>
telle que Lgo= Lg — {€}. On a alors : SV —|>:FI)EI W ssi SU l—<>pE| W avec
k=2w|—1

En effet : posons, pour tout f (X V)5 FILZF [Ffly + 2|f|x. —poest
strictement croissante pour [IITdt DMl [SHZ 2|w| — 1.

On peut construire toutes les dérivations de longueur < 2|w| — 1 issues de

ST Si l'une d’entre elles aboutit & W , alors w [T, sinon, w ¥ Tl;. O

Remarque 2.4.18 Cet algorithme fonctionne en temps exponentiel par rap-
port a |w]. Il existe en fait des algorithmes fonctionnant en temps O(|w|3) :
I’algorithme de Earley et I’algorithme de Coke-Kasami-Younger sont les plus
connus. On ne connait pas d’algorithme fonctionnant en temps O(|W|2) et
qui s’appliquerait a toute grammaire algébrique. C’est pourquoi on a défini
diverses sous-classes de grammaires et langages, hotamment les grammaires
LL(kK) et LR(k), pour lesquelles on connait des algorithmes testant I’appar-
tenance en temps O(|w|). Ce sujet sera approfondi dans I’'UE intitulée “ana-
lyse syntaxique” (I’analyse syntaxique consiste, étant donnés une grammaire
G et un mot w , a tester si w L et, lorsque la réponse est positive, a
produire un arbre de dérivation pour G de frontiére w).

Définition 2.4.19 Soit G =< X,V,P,S > une grammaire algébrique. La
grammaire G est en forme normale de Chomsky ssi , toute régle de P est
de I'une des trois formes suivantes :

(1) TT1To ou T LVITq, Ty Ijl—{S}

(2) T-xo0 T LVIx X

(3) S—e.

Proposition 2.4.20 Pour toute grammaire algébrique G =< X,V,P,S >,
il existe une grammaire algébrique G"=< X,V JPYSP> telle que Lg = Lgo
et Gest en forme normale de Chomsky.

Preuve : Soit G =< X,V,P,S >. Construisons la grammaire demandée GH
en plusieurs étapes.

I’Etape 1 : On applique la proposition 2.4.16 et on obtient une grammaire
G'=< X,VYPYS > qui est propre, réduite, et qui engendre Lg — {€}. On
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pose Vy := VUI{d} et on pose Py := P o, m) | (S,m) P13 (si € I L),
P; := P [{o,m) | (S,m) AT [{lo,&)} (si € [Og). On obtient ainsi
G1 =< X,V1,P1,0 > équivalente a G et dont les regles sont de 'une des
trois formes suivantes :

(1) T—»AlAg---Ap oup=2T m,Al,...,Ap X E(ﬂl —{0'})

(2) T-xouT [V],x X

(3) o€

I’Etape 2 : On considére un alphabet Wx en bijection avec X et disjoint
de X [V} : Wx = {Sx | x [X}. On construit P, en partant de I’
ensemble de regles {Sx—>X | X [CX} et en ajoutant, pour chaque regle
S UoS;LU]_SzUz Ca Snun de P]_ (Sj m, Uj X I‘_}lla régle So UoS]_U]_SzUz .
dans Py, ou Uj est la “traduction de uj sur I’ alphabet Wx”. On obtient
Gy =< X,V [(Wx,P2,0 > dont les regles sont de 'une des trois formes
suivantes :

(1) T—>T1T2"'Tp oup= 2,T,T1,T2,...,Tp I:(Si’l—{c}) Wy

(2) ToxouT [V],x X

(3) o«

Etape 3 : Notons ry, ...,y 'ensemble des régles de la forme (1) avec p = 3

ri: Ti —>Ti’1Ti’2 e 'Ti,pi

On pose V3 :=V; [Wx [Ujj |1 <i=n,2=<j <p;—1} et on remplace
la regle rj par 'ensemble des pj — 1 reégles

Ti-TitUi2, ... ,Ui2-Ti2Uis, ... Uip—1-Tipi—1Tip;

On obtient ainsi Gz =< X, V3, P3,S > qui est équivalente a G et dont toutes
les regles sont de 'une des formes (1),(2) ou (3). O

Exemple 2.4.21 Soit G d’axiome S, d’alphabet terminal X = {a, b}, dont
I’ensemble des régles est :

S_SaT; T-Thbb+bS
La premiére étape produit
0-SaT; S-SaT; T-Thb+bS
La deuxiéme &étape produit
0-SAT; S_LSAT; T_-TBB+BS; A-a; B-b
La troisiéme étape produit
0-SUs; S-SU;; Ui»AT; T-TU,+BS; U,-~BB; A-a; B-b.

.SnUn
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2.5 Lemme d’itération

Théoréme 2.5.1 Soit L un langage algébrique. Il existe un entier k tel que,
pour tout w L1, si |w| =k, alors w se factorise en w = aufvy avec

(1) MICN, au™Bvy CO

(2) Juv|=1

) [uBv]|=k—1.

Fixons un langage algébrique L et une grammaire algébrique propre G =
X,V,P,oqui engendre L — {€}. Notons

CE max{|m| | (S,m) P}

et posons
k:= MM+ 4+ O

Montrons que le théoréme est satisfait par cette valeur de K.

Lemme 2.5.2 Soit T un arbre de dérivation de G de hauteur inférieure ou
égale a h. Alors |fr(T)| < M

Preuve : Se prouve par récurrence sur h. O

Prouvons maintenant le théoreme 2.5.1.

Preuve : Soit w [ tel que |w| = k. comme k = %: Ml + 1 on a aussi
|w| = ¥l + 1. Comme w B €, w [Ik. Soit T un arbre de dérivation (pour
G) tel que r(T) = 0 et |fr(T)| = k. D’apres le lemme 2.5.2, il existe une
branche b de T de longueur au moins |V |+ 1 :

b= Xo,X1,...,%Xp

avec p = |V |+ 1. Tous les noeuds Xp, X1, ..., Xp—1 ont une étiquette dans V .
Donc il existe un couple (i,j) CJd,p — 1] % [0, p — 1] tel que

i <j et T(X) :T(Xj).

Choisissons une branche b et un couple (i,]J), parmi ceux vérifiant la pro-
priété ci-dessus, tels que |fr(T/X;)| soit minimale. Notons S = T(X;) =
T (Xj). Une des dérivations associées a ’arbre T (voir la figure 2.4) se décompose
sous la forme :

o PaSy; S PuSv; S PB. (2.1)
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Fig. 2.4 — La décomposition de T.

Comme G est propre on a aussi :
luv| =1 (2.2)

La décomposition w := a-u- B -v -y fournie par T,b, i, ] possede donc les
propriétés (1)(2) du théoreme. De plus, si |fr(T/X;)| = k, alors, il existe un
noeud Y fils direct de X; tel que |fr(T/y)| = k/[JOn pourrait trouver dans
le sous-arbre T/y un autre couple de noeuds z [ZTdistincts et de méme
étiquette dans V , ce qui contredirait la minimalité de |fr(T/X;)|. Donc on a
aussi

[uBv| =k —1 (2.3)
O
Application : L = {a"b"c" | n = 1} n’est pas algébrique

2.6 Propriétés de cloture

Rappelons qu’une notion de substitution est donnée par la définition 3.1.7
Une substitution ® de P(X5'dans P(XHest dite algébrique ssi,

ACX, &({x}) CAlg(X "

Proposition 2.6.1 La famille des langages algébriques est fermée par sub-
stitution algébrique, de fagon constructive.
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construction :
Soit X = {X1,...,Xn} un alphabet terminal. Soit L engendré par G =
[X,V,P,So®t soit une substitution ® : P(X5 - P(XY telle que, pour

tout i [, n],
O ({x;}) est engendré par G; = X, V;, Pj, Sj[]
On suppose tous les ensembles V, Vj disjoints 2 & 2. Posons

r—1 r—1
W:=VvV [ V;y) Q:= Pj

i=1 i=1
Considérons I’homomorphisme de monoides libres

v (X o)™ . (w o)™
vVl B v
Xi (X B S;

On note ¥(P)={S - ¥(m) | (S,m) P}
On peut vérifier que ®(L) est engendré par la grammaire

Gq; =< X,W,‘I/(P) m, So >

Proposition 2.6.2 La famille des langages algébriques est fermée de fagon
constructive par

1- homomorphisme de monaordes libres

2- union

3- produit

4- étoile

Preuve : On se ramene a la proposition 2.6.1 dans chaque cas. O

Proposition 2.6.3 La famille des langages algébriques est fermée de fagon
constructive par homomorphisme alphabétique inverse.

Preuve : Soit
¢ XL xH
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un homomorphisme alphabétique i.e. tel que, pour tout X X, |d(X)| < 1.
On pose :

Xy ={xX X | d(x) AR}, Xo={x[A|dx)=c¢}
On remarque que, pour tout X [XA,
= X5 (x) n X)X

et que, 71 : P(XH' 5 P(X @Vériﬁe tous les axiomes des substitutions (voir
la définition 3.1.7), a I'exception de la partie de '’axiome (S0) concernant €,
ie. o7 ({e}) = Olj(lﬂll en general n’est pas égal a {€}. On définit donc une
substitution @ : P(XH' - P(XH'par :

BACR, B({x}) = 61 (%)
On a alors, pour tout langage L CXI" :
¢H(L) = (L), ¢H(L [HE}) = &(L) Xy

Comme ® est une substitution algébrique, par la proposition 2.6.1, pour
tout langage algébrique L, ®(L) est algébrique et par les formules ci-dessus,
(L) est algébrique. O

Proposition 2.6.4 La famille des langages algébriques est fermée de fagon
constructive par intersection avec les langages rationnels.

Preuve : Soit G =< X,V,P,S > une grammaire algébrique qui engendre L
et soit A =< X, Q, {d}, Q+,d > un automate fini déterministe qui reconnait
R.

On construit Ga =< X,W,PUSU> ou W = {[q,S,q? | q,qD [Q, S 1
V} {33 et P est constitué des regles

—1
q[Qk
[0, T,q9-uo[qs, T1,agus - - [Gi, Ti, qfui -+ [an, T, dnjun (2.5)
pour toute regle T - ugTquyg - - - Tjuj - - - Touny [P avec Ug,Ug -+, Uj, -+ ,Up [

X5 V1 T; OV et pour tous états g, qiDvériﬁant
q [gl= g1, qPUgl= Qy, - . . , GG = Gist, - -+, Gq—y (a1 = G et g5 [gl= g~
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Les regles de la forme (2.5) assurent que, pour tout T [¥1q [CQ,q"[CQ,

Loa([0,T.97) = Le(T) n{u X q Cd=q'}.

Ces égalités, combinées aux regles de la forme (2.4) entrainent que

LGA(SQ = LG(S) n LA.

Proposition 2.6.5 La famille des langages algébriques est fermée de (facon
constructive) par homomorphisme inverse.

Preuve : Soit ¢ : X~ Y 51On supposera que X nY = [
On pose

K = ({x¢(x) )™

a: (X o™ - xH
X - X
y - €&

B:-XMm- - yH
X - &
y - Y
On vérifie que

{(F,o(F)) | f IX'F = {(ak),B(k) | k K}

ce qui entraine que

@S~ (g) = a(B~(g) n K).

Schéma :
(X -
a —1 B
1 K 1

xXH Ly yH

Comme 0, 3 sont alphabétiques et K est rationnel,

a(B7(L) n K) est algébrique.
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(]
Exemples :
1
- ab
R Ty
zZ - b
K = (xab, ya, zb)™!
a B
1 1
{x,y,z} {a,b}
]
S - ASS+B
Gp- : @ -~ EaE
E - XE+yE+ZzZE +¢
Automate A :

99
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Gp-1nk : sY - [1,S,1]
[1,S,1 - [1,A1][1,S,1][1,S,1] +[1,A,3][3,S,1][1,S,1] + [1,B, 1]
1,B,1 - [1,E,5]b[1,E,1]
[1,A 1] - [1,E,4]a[1,E,1]
1,A,3] - |[1,E, 2]a[3,E,3]
1,E,5] - z
[1,E, 4 - vy
[1LE,1] - ¢
1,E,2] - X
B3,E,3] - ¢
3,5,1] - [3,B,1]
3,B,1] - [3,E,3]b[1,E,1]
D’ou :
—1
L,S, 1] - [1,A1][1,S,1][1,S,1] + [1,A,3]b[1,S,1] +[1,B, 1]
E,,B,l] -~ zb
ALl - ya
% A3l - xa

Gp-1nk ¢ [1,S,1] - yall,S,1][1,S, 1] + xab[1, S, 1] + zb
]
Ge-—1: [L,S,1] - y[1,S1][1,S,1] +X[1,S,1] +z

2.7 Automates a pile

Nous introduisons ici une notion d’automate plus générale que la notion
d’automate fini : ce type d’automate a une mémoire qui est une pile (au
sens que possede ce terme en algorithmique).

Définition 2.7.1 Un automate a pile est un 6-uplet A = [X, Z, Q, Zo, qg, A[]
ou

— X est un ensemble fini, que I’ on appelle “I’alphabet d’ entrée”

— Z est un ensemble fini, que I’ on appelle “I’alphabet de pile”
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— Q est un ensemble fini, que I’ on appelle “I’ensemble des états”

— zp est un symbole de Z, dit “symbole initial” de pile

— (o est un élément de Q, dit “état initial” de I’ automate

- A X [{3}) x Q x Z x Q x Z&st “I'ensemble des transitions”.

On note volontiers (Y, q,z) - (q5w) une transition (i.e. un élément de A). On
appelle configuration de 1" automate A, tout triplet (f,q,h) on f XY [
Q.h EZ'QVOiI’ la figure 2.5). On définit la relation binaire [akur 'ensemble

bande d’entrée état pile

T O

sommet

Fig. 2.5 — Une configuration de A.

des configurations de A par :
¢ Cak”
ssi il existe y X {3}, f [X5Y [CQ,q°[CQ,h A%z A g CAa els

que

c=(yf,q,hz), c”=(f,q7hg" et (y,q,2,q,g9 A

(Voir la figure 2.6). Un calcul de 'automate A est une suite (Co,C1,...,Cn)

T O T
sommet
O [*

Fig. 2.6 — Un mouvement de A.

de configurations de A telle que

Co Lalcs... Lalci LalCi+r ... Laln.
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Définition 2.7.2 Soit A un automate a pile sur I’alphabet d’entrée X. On
appelle langage reconnu par A, par pile vide, le langage

Ln(A) == {f TXH ¥ CQ, (f,d0,20) Calle.q5e)}-

Théoréme 2.7.3 Un langage L est algébrique ssi, il existe un automate a
pile A tel que L = Ly (A).

Preuve : 1- Soit L = Lg ou G = [X,V,P,S[IOn construit A = X, X [
V,Q,S,q,ALbu Q := {q} et A est 'ensemble des transitions suivantes
(T1) X,q,X-0,€ pour toute lettre X [X

(T2) &,q,v—0q, M pour toute regle (v,m) Pl

On peut montrer, par induction sur la longueur des dérivations de G, que :

Le CLA(A)
et par induction sur la longueur des calculs de A, que
Ln(A) L.

Donc tout langage algébrique est reconnu par un automate a pile.
2- Soit A =[X,Z,Q, zp, 0o, ALJOn pose G := [X,V,P,cCdbu

V :={o} b,z,q] |z CZp,q CQ}

et P est I'ensemble des regles de I'une des deux formes (2.6)(2.8) suivantes :

1
0-G (9o, 20,9 (2.6)
q1
et pour toute transition
(v,0,2) > A(052ZpzZp-1- - 71) (2.7)

ouy [X [{4}, et tous états q1,02,...,0p,

(0,2, 0p] - cY[a5 21, 61] (1, Z2, G2] -+ - [Op—1, Zp, U] (2.8)

(lorsque p = 0, le membre droit de la regle ci-dessus doit étre compris comme

y);
On montre alors que, pour tous q [Q,z [CZlr [CQ, on a

Lo([g,2,r]) = {f CX" (f.q,2) Al 1 €).
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L’ idée-clé de cette démonstration consiste a remarquer qu’un calcul de A
débutant sur une configuration (f,q, z) en lui appliquant la transition (2.7),
a une décomposition de la forme

(yFifo - 5,0,2) Cal(Fifo- - Fo,052p - 2021) CRd(Fo - Fp 00, 2p - 22) Cad(-+ Fp, G2, 2p - +)

-+ Cad(fp, dp—1,2p) CaAl(E, Gp, €),
(voir la figure 2.7). O

Fig. 2.7 — Un calcul de A.

Exemple 2.7.4 Considérons la grammaire G = [X,V, P, S[0U P est constitué
des régles :
S-aSS+b

L’automate a pile A fourni par la preuve du théoréme 2.7.3 a les transitions
suivantes :

(a,q,a) - (g,¢)
(b,ag,b) - (g,
(¢,9,S) - (a,SSa)

(,9,S) - (a,b)
Voici un calcul de A reconnaissant le mot abaabbb :

(abaabbb, q, S) [Cal(abaabbb,q, SSa) Cal(baabbb,q,SS) Cal(baabbb,q, Sb) [al(aabbb,q,S)
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[al(aabbb, g, SSa) [al(abbb,q,SS) Lal(abbb,q, SSSa) Lal(bbb,q,SSS) [Zd(bb,q,SS)
[al(b,q,S) [l q,€) S

Notons la configuration (f,q,h) par le vecteur colonne h . Le calcul

f
précédent se note alors :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S ass SS bS S

abaabbb Cal abaabbb LAl baabbh LAl baabbh Cal aabbb

1 1 .1 [0 L1 ] L1 1 1
aSS SS aSSS SSS Iil SS

Cal cabb ™ apob ™ ap ™ b bb
1 1 [ 10C 1

S €
o,
On voit que la suite des transitions de type (T2) utilisées dans ce calcul
forme une dérivation gauche de S en abaabbb dans la grammaire G. Les
transitions de type (T1) apparaissent comme des vérifications que les choix
de régles de dérivations engendrent e [eckivement le mot abaabbb. De facon

générale, un calcul de A simule une dérivation gauche et toute dérivation
gauche de G de S en un mot terminal est simulée par un calcul de A.

Exemple 2.7.5 Considérons le langage L := {u &, b} |ula = |u|p}. NI
est reconnu par I'automate a pile A := @k, b}, {Q,F,F3, {q}, Q,q, AL A
est constitué des transitions

@9 2 (q.9F)
(0.2 > (a,9F5
(@F) 3 (q,FF)
(@.F) > (a.¢)
@F9 2 (e
@FY > @FFY
@9 = (o)

Le symbole © est un marqueur de fond de pile. Le contenu de pile aprés
lecture de u représente la valeur de T(u) = |ulq — |uly, codée par F™W sj
m(u) = 0 et par F5™W sj ri(u) < 0. La grammaire algébrique fournie par la
preuve du théoréme 2.7.3 a les régles suivantes :

[9,9,9]-alg,F,q][q,2,q] +bg, FTq][q, 2, 0] + €
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[a,F,a]-alq,F,q)[g,F,q] +b
[9, F5q] - b[g, FFql[a, F5q] + a

Aprés renommage des variables on obtient la grammaire G = h, b}, {S, T, T3}, P, S
ou P consiste en les régles :

SoaTS+bT S +¢ ToaTT+h TLbTHYta.

Exercice 2.7.6 Montrer que la grammaire ci-dessus est non-ambigug
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Chapitre 3

Langages rationnels de
termes

3.1 Termes, F-algebres

Termes Un alphabet gradué est un couple (F, ar) ou ar est une application
de F dans N. Un terme sur l'alphabet F est un arbre planaire t ordonné
étiqueté sur F qui respecte les arités, en ce sens que :

[ Cdbm(t), [N, [(u - i) Cdbm(t)] = [i < ar(t(u)) — 1].

On note T(F) I’ensemble des termes sur 'alphabet gradué F.

Etant donné un alphabet gradué F et un alphabet gradué de variables V,
toutes d’arité 0, on appelle terme sur F avec des variables dans V un terme
de T(F ). Un terme t [CT(F [V est dit linéaire ssi chaque variable v [V]
a au plus une occurrence dans t. On dénote aussi par T(F,V ) 1’ ensemble
des termes sur l'alphabet gradué F et ’ensemble de variables V .

F-algébres

Définition 3.1.1 Une F-algébre M est un tuple M, (F™))¢ {00 D est
un ensemble et, pour tout f [H, F™M) est une application de D2"(F) dans

67
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D.
D est le domaine de M et les (™) sont les opérations de M.

T(F,V ) est muni d’une structure de F-algebre en associant & chaque sym-
bole ¥ [CH d’arité k, opération k-aire, ¥ : T(F,V) - T(F,V) telle que,

A~

pour tous tg,...,tx CI(F,V), f(ty,...,tk—1) est le terme t défini par :

dom(t) := {e} [JA-dom(tp)]... CJI- dom(tj)]... LIk — 1) - dom(tx—1)],
te) = f
t(j-u) =: tj(u) pour tous j []0,k —1],u Cdbm(tj).

(Dans la pratique on omet souvent le “chapeau” sur le symbole f : f(a, b, g(b, a)),
par exemple, dénote le méme terme que f(a,b,§(b,a))).

Exemple 3.1.2 Soit 'alphabet gradué F := {f,m,a}avecar: f3 2, m 3
1,a B 0}. Nous définissons deux F-algébres M; = [D;, fi, mj,ai (i [
{1,2}) comme suit :
D;:=2Z, fi(X,y):=x+y, my(X):=—Xx, aj:=1.
D, :={0,1,2}, f2(X,y):=X+y(mod3), my(X):=—x(mod3), a:=1.
Soit h: D; - D, définie par
m1CZ h(n) := n(mod3).

Cette application h est un homomorphisme de F-algébre de M; dans M.

Définition 3.1.3 Soient M; = M, (FMD)¢ (i [1,2}), deux F-algebres.
Un homomorphisme de F-algébres de M; dans M, est une application
h : Dy - Dy qui est compatible avec les opérations i.e. telle que, pour
tout f [CHl et tous dj,...dx [, avec k = ar(f),

h(FMI(dy, ..., dy)) = FMD(h(dy),..., h(dk)).

La F-algebre T(F,V) possede la propriété universelle suivante :
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Théoréme 3.1.4 Soit M = D, (F™))¢ -1 Tine F-algébre et soit ¢ :V —
D une application. Alors, il existe un unique prolongement de ¢ en un ho-
momorphisme de F-algébres ® : T(F,V) - M.

Preuve : L’unicité de ®(t) se prouve par récurrence sur [ On constate
alors que 'application ® définie par cette valeur est bien un F-morphisme. O

Exemple 3.1.5 Soit I’alphabet gradué F := {a,b, #} avec ar: a3 1,b B
1,# B 0. Nous définissons une F-algébres M = D, (FM))¢ ={ tomme
suit :
D :={0,1,2}, #M™ .=0 et les applications a™, b(™M) sont définies par le
tableau :
X |[0]1]2
aMx)[1]2]1
b™)(x) | 0 ‘ 0 ‘ 0

Soit h : T(F) - M I'unique homomorphisme de F-algébre de T(F) dans
M. Il associe a tout mot w# (o0 w [{l,b}5! I'etat final atteint aprés
lecture du mot miroir de w par 'automate A de la figure 3.1.
Par exemple, les valeurs de h sur les su [xed du mot w = aaabaababaaaaba#
sont :
#
a#
ba#
aba#
aaba#
aaaba#
aaaabha#
haaaaba#
abaaaaba#
babaaaaba#
ababaaaaba#
aababaaaaba#
baababaaaaba#
abaababaaaaba#
aabaababaaaaba+#
aaabaababaaaaba#

R NP ONFORFRONFDNRFEORFRO
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Fig. 3.1 — Automate A.

Substitution de termes Etant donnés, pour chaque variable v [Vl un
terme t, [C'TIF,V ) on dénote par

{v « t,|v VI}
l'unique morphisme de F-algebre 0 : T(F,V) - T(F,V) tel que
vICVivo =ty
(on dénote ici par to I'image de t par 0). L’application 0 : T(F,V) -
T(F,V) s’appelle une substitution.
Point de vue plus combinatoire : pour tout terme t [T(F,V ), to est le

terme tY [CT(F,V ) obtenu en remplacant, dans t, chaque feuille étiquetée
par V par le terme ty.

Exemple 3.1.6 Soit F := {F,m,a} avec ar(f) = 2,ar(m) = 1,ar(a) =0
et V := {vi1,vo} (les variables ont une arité nulle).
Soit t := f(m(m(vq)), F(v2, F(a,vy))) et
0:={v; - f(v2,m(@)), v» « m(f(a,a))}
On a alors
to = f(m(m(f(v2, m(a)))), f(m(f(a a)),f(a, f(v2,m(a))))).

Substitution de langages P(T(F,V)) est muni d'une structure de F-
algebre en associant & chaque symbole T [El d’arité K, I'opération k-aire, T :
P(T(F,V)) - P(T(F,V)) définie par : pour tous Ty,...,Tx CP(T(F,V)),

A~

f(Te, ... T) :={F(ts, ..., t |ty CTL,...,t CTk}.
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Définition 3.1.7 Etant donné un alphabet gradué F, on appelle substitu-
tion de langages toute application

¢:P(T(F,V))-» P(T(F,V))

vérifiant les 3 propriétés suivantes :

(S0) @(0= 1
(S1) IKCN,f [CHavec ar(f) =k, [A,...,Ax [R(T(F,V)), ®(f(A1,...,Al)) =
f(D(AL),..., P(AL)) 1 1

(52) pour toute suite A, d’éléementsde P(T(F,V)), ®( ,An) =  no®(An).

Remarquons que ® est entierement déterminée par (®({v}))v o3
Etant donnés, pour chaque variable v. [CM un ensemble de termes T, [l
P(T(F,V)), on dénote par

{v « Ty |v O\VT}

I'unique substitution de langages ® telle que IVILVIv® =T,,.

Point de vue plus combinatoire : pour tout ensemble de termes T [CI(F,V ),
T® est 'ensemble des termes tY [CTI(F,V ) obtenus en remplacant, dans un
terme t [Tl, chaque feuille étiquetée par v par un terme t, [Tl (mais le
choix de ty peut étre différent d’une occurrence de v a une autre occurrence
de v dans le méme terme t).

Exemple 3.1.8 On reprend les alphabets F,V de I’exemple 3.1.6. Soit t :=

f(m(m(vy)), F(vo, f(a,v1))), T1 := {f(vo,m(a)),a}, T2 := {m(f(a,a))} et
(p = {Vl — Tl, V2 — T2}

On a alors

o = {f(m(m(f(vz,m(a)))),f(m(f( )) f(a f(v2,m(a))))),

Contextes On appelle contexte un terme de T(F, {*}) contenant exacte-
ment une occurrence de ® (ol ® est une variable distinguée). Etant donné
un contexte C et un terme t [CT(FY, on dénote par C[t] le terme C{* — t}.
On dénote par C1(F) I’ensemble des contextes sur F.
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3.2 Automates finis

Définition 3.2.1 (Automate) Un automate de termes est un 4-uplet, A =

B, Q,Q+, 000

— F est un alphabet gradué

— Q est un ensemble fini, I’ensemble des états

— Q4+ [Qlest I’ensemble des états d’arrivée

- 6 [CTIF Q) < Q est ’ensemble des transitions ; chaque transition est de
la forme :

f(q01Q1, e 1QK—1)—’q

ot ar(f) = k.
Il est dit fini lorsque I’'ensemble Q est fini.

On appelle calcul (ou course) de 'automate A sur le terme t, toute applica-
tion p : dom(t) —» Q telle que, [WCdbm(t) :

siar(t(u)) =k =1 alors t(u)(p(uo),...,p(u- (k—1)))-p(u) C81 (3.1)

et
si ar(t(u)) =0 alors t(u)-p(u) Al (3.2)

Définition 3.2.2 Un terme t [CT(F) est accepté (ou reconnu) par A, ssi il
existe un calcul p de A sur t, tel que t(¢) Q.. On appelle langage accepté
(ou reconnu) par A, noté La, I’ensemble des termes acceptés (ou reconnnus)
par A.

Un langage L [TIF) est dit reconnaissable ssi il existe un automate fini
(de termes) A tel que L = La.

Exemple 3.2.3 Considérons I'automate fini de termes A = [B, Q, Q4+, 4[]
ou F est I'alphabet gradué de I’exemple 3.1.6, Q := { [0)1,2}, Q+ := {2}
et d est formé des transitions suivantes :

a- (DA C (0430, m(0)-1, m(1)-2

f(a.r)- LF(0,0)~1, f(9,0)~1 (q,1)-2 f(1,9)~2
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pour tous q,r Q. On vérifie que La = {t [CI(F) | [l Cdbm(t), Ju] =

2 et t(u) = m}. Autrement dit, A reconnait I’ensemble des termes qui possedent
un symbole m a distance 2 de la racine. La figure 3.2 montre deux courses
de A sur un méme terme.

Fig. 3.2 — Des courses de A.

On appelle relation de réduction immédiate de 'automate, notée - a, la
plus petite relation binaire sur T(F [Q) (ou les éléments de Q ont une arité
0), qui contient 8 et qui est compatible avec les contextes c’est a dire :
R1-si (F(q1,...,0k),q) [Cdlalors F(q1,...,0k) » A Q

R2- sit - a tHet si C est un contexte, alors C[t] — o C[t'.

On note —I;,Ia\ la cloture réflexive et transitive de — a. On appelle cette re-
lation la réduction associée a I'automate A. On remarque que, pour tout
terme t [CTI(F) et tout état q [CQ, t SA q ssi, il existe une course p de A
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sur t telle que p(g) =g.

L’automate A est dit déterministe ssi pour tout f [H et tout § [CQK, il
existe au plus un état r CQ tel que (G )-r [al

L’automate A est dit complet ssi pour tout ¥ CFlet tout § [CQ, il existe
au moins un état q CQ tel que (T )-r [al

Exemple 3.2.4 Considérons I’automate fini de termes A= B, Q7 QY, 541
ol F est I'alphabet gradué de I’exemple 3.1.6, Q":= {0,1},QY := {0} et &
est formé des transitions suivantes :

a-1, m(0)-0, m(1)-1,

£(0,0)-0, £(0,1)~1, F(1,0)~1 F(1,1)-0.

Cet aft APest déterministe et complet. On vérifie que La = {t [CT(F) |
t posséde un nombre pair de symboles a}. La figure 3.3 montre la course de
A sur le terme de la figure 3.2.

Fig. 3.3 — La course de AY

Théoréme 3.2.5 Soit A un automate fini de termes. On peut construire un
automate fini de termes B, tel que B est déterministe, complet et Lo = Lg.
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Preuve : Soit A = [H, Q,Q+,6[lin automate fini (non-déterministe) de
termes. Construisons un automate fini déterministe complet B tel que La =
Lg. Posons

B=MHR,R+, A

ot R=P(Q), R+ ={P [A(Q),P nQ+ E A L[TIF [PIQ)) xP(Q)

est I’ensemble de toutes les transitions de la forme :

f(Pl1---aPk)__’ {q IZJ’@ EE![,...,@ EEl(i(f(pl1---1pk)7q) E@’

pour f [CHar(f) =k,P1,P2,...,Px CA(Q). On démontre par récurrence
sur [Tl due :
) -
t-s{g CQ|t-aq} (3.3)

Soit t [TI(F). Comme B est déterministe et complet, il existe un unique
état R [R tel que t 5 R. D’apres (3.3) on a alors :

- Qg
= R [R;.

Donc Lo =Lg. O

3.3 Lemme d’itération

Etant donnés deux contextes C,CYon note C » Cla composition de ces
contextes, définie par

CoCl=cCc{s - CH}.

Pexpression C" dénote alors la puissance n-itme de C, pour cette opération
de composition.

Théoréme 3.3.1 Soit L [TTF) un langage reconnaissable. 1l existe un en-
tier k tel que, pour tout t [, si (A= k, alors t se factoriseent = B[C]d]]
avec B, C contextes, d [CTI(F) et

(1) MmN, B[C"[d]] CO

(2 @r=2

(3) @dJCxk—1.
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Soit A un af reconnaissant L. Notons
CkE max({ar(f), f CE} [{2}),c := Card(Qa)

et posons
k:= [+

Lemme 3.3.2 Soit t un terme de hauteur inférieure ou égale a h. Alors
=

Preuve : On prouve par récurrence sur h que le nombre de noeuds de t de
longueur h est majoré par M Donc

A O B ..+ 94+ T

Or M=o <l g

Montrons le théoreme 3.3.1.

Soit t [Tl tel que I E k/[C&t soit p une course de A sur t telle que
p(e) [Qa +. D’apres le lemme 3.3.2, il existe une branche b de T de longueur

au moins ¢ = Card(Qa) :

b= Xo,X1,...,%Xp

avec p = Card(Qa). Toutes les étiquettes p(Xo),P(X1),...,P(Xp) appar-
tiennent a Qa, donc il existe un couple (i,j) I, p] % [0, p] tel que

<] et p(Xi) = p(X;).

Choisissons une branche b et un couple (i,]J), parmi ceux vérifiant la pro-
priété ci-dessus, tels que [[I/X;)[Soit minimale. Notons ¢ = p(Xi) = p(Xj).
Définissons alors des contextes B, C et un terme d par :

dom(B) := {u Cbm(t) | x; M [DE@m(B)—{xi}, B(U) == (), B(x;) ==,
dom(C) := {u [N x; - u Cdbm(t) et X; IX;} u},
[Edbm(C) — {x; "%}, C(u) = t(xi - u), C(x; %) := =,
d = t/X;.
On a alors t = B[C[d]] (voir la figure 3.4). Comme ¢ = p(Xj) = p(Xj) on a :

d Saq, Clg) SAq Bla] Sap(e).
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Fig. 3.4 — La décomposition de t.

On en déduit que, pour tout n = 0, B[C"[d]] SA p(g), donc B[C"[d]] 1T,
ce qui est la propriété (1) demandée.

Le fait que Xj B Xj nous garantit que dom(C) a au moins deux éléments : €
et xi_lxj, ce qui prouve la propriété (2) demandée.

Enfin, si [Cl[d] 2 k alors, 'un des sous-termes t“de C[d], dont la racine est
un fils de €, a une norme = k/[ét par le raisonnement ci-dessus, ce sous-
terme t"possede une branche bsur laquelle la course p a une répétition, ce
qui contredirait la minimalité de [Ax; L Donc [Cld]C k — 1 i.e. I'inégalité
(3) est vérifiée.0

Corollaire 3.3.3 Etant donné un aft A, on peut décider si L(A) = [

En effet, d’apres le théoréme 3.3.1, L(A) reconnait au moins un terme ssi il
reconnait au moins un terme de norme <k — 1.

Corollaire 3.3.4 Etant donné un aft A, on peut décider si L(A) est infini.

En effet, d’apres le théoreme 3.3.1, L(A) reconnait une infinité de termes ssi
il reconnait au moins un terme t tel que k < @I 2k.
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3.4 Propriétés de cloture

Nous souhaitons définir, pour les termes, une notion d’homomorphisme qui
n’exprime pas une compatibilité avec les opérations de F-algebre, mais
plutét une compatibilité avec la substitution. Une autre fagon de voir les
termes de T(F,V ) est de les considérer comme des applications de T(F,V)
dans lui-méme. De ce point de vue un homomorphisme de termes est une
application qui est compatible avec 'opération de composition des applica-
tions.

Définition 3.4.1 Soient F,Fdes alphabets gradués et V un ensemble de
variables. On appelle homomorphisme de termes, de T(F,V ) dans T(F5V)
toute application ¢ : T(F,V) - T(FHV) vérifiant

(HT1) DOCVI$(v) =v

(HT2) TIN(F,V),var(¢(t)) [var(t)

(HT3) EXCIF,V), MOV o(Hv ~ t3) = (t){v — (1T}

On remarquera qu’étant donné, pour tout symbole ¥ [CH d’arité K, un
terme t¢g CT(F J{vy, ..., V}), il existe un unique homomorphisme de termes
¢:T(F,V) - T(FIV) tel que,

EK”:N], IZ'EIIZEk,q)(f(vl,... ,Vk)) = {¢.

Exemple 3.4.2 Soit F := {f, m,a}, d’arités respectives 2,1,0 et FU.—
{f,m,a, b}, d’arités respectives 2,1,0,0. Soit H I’ uniqgue homomorphiseme
de termes de T(F,V) dans T(F5V) tel que

H(F(v1,V2)) = F(F(M(@),v2)v), H(m(v1))=F(vs,vi), H(a)=b.

On obtient
H(m(f(f(a,a),m(a)))) =

F(f(f(m(a), f(b,b)), f(f(m(a),b),b)), f(Ff(m(a), f(b,b)), f(f(m(a),b),b))).

Le calcul de H sur m(f(f(a,a),m(a))) est représenté sur les figures (3.5-
3.6).
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Fig. 3.5 — Image par H : le graphe.

Un homomorphisme de termes ¢ est dit linaire ssi il envoie tout terme
linéaire sur un terme linéaire. Cette condition est équivalente au fait que
I'image de chaque F(vi,...,Vk), pour chaque symbole f d’arité K, est un
terme linéaire.

Théoréme 3.4.3 La famille des langages reconnaissables de termes est close
par

1- union

2- complémentation

3- intersection

4- homomorphisme inverse

5- homomorphisme linéaire.

Nous utiliserons dans la preuve de ce théoréeme une notion plus large d’au-
tomate fini de termes.

Définition 3.4.4 Un automate généralisé de termes est un 5-uplet, A =
B, Q, Q+, 50U

— F est un alphabet gradué

— Q est un ensemble fini, I’ensemble des états
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Fig. 3.6 — Image par H : le terme.

— Q.+ [Qlest I'ensemble des états d’arrivée
— & [TIF Q) = Q est 'ensemble des transitions ; chague transition est de
I’une des deux formes :

f(qo,91,...,0k=1) - r oog;r CQ,ar(f) =k (3.4)
qg - r ougr Q. (3.5)

La notion de course serait plus délicate a définir pour ces automates généralisés
que pour les automates ordinaires; en revanche, la notion de réduction as-
sociée a l'automate est définie exactement comme pour un automate ordi-
naire.

Lemme 3.4.5 Etant donné un aft généralisé A on peut construire un aft
déterministe complet B tel que La = Lg.

La preuve de ce lemme est une adaptation de la preuve du théoreme 3.2.5.
La seule modification consiste & définir ’ensemble des transitions A comme
I’ensemble de toutes les transitions de la forme :

f(Pl:---aPk) e {q IZQ!@ EE!]_,...,@ EEI(If(p11---1pk) —l’:)b\q}
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pour ¥ [CH,ar(f) = k,P1,P2,...,Px [CH(Q). Nous prouvons le théoreme
3.4.3 en fournissant, pour chaque opération sur les langages, une opération
correspondante sur les automates.
Union :
Soient A = [H,Q, Q+,d[A = [B, Q'?Q_Dk,éqjdeux aft. On peut supposer,
sans perte de généralité, que Q n Q"= [Posons B = B, Q [QI} Q4+ I:QE, o1
8" 10n vérifie que

Lg = La [Lho
Complémentation :
Soit A = [H,Q, Q+,d[in aft. On peut supposer, sans perte de généralité

(selon le théoreme 3.2.5) que A est déterministe complet . Posons B =
[H, Q, Q — Q4+, d[10n vérifie que

Intersection :

Comme LnL"= T(F)—((T(F)—L) [(T(F)—LY), la propriété de cloture par
intersection résulte des propriétés de cloture par union et complémentation.
Homomorphisme inverse :

Soit A = MYQ, Q4+, aft déterministe et soit ¢ : T(F,V) - T(FD,V)
un homomorphisme de termes. On étend ¢ en un homomorphisme de termes

¢:T(F [Q,V) - T(FLQ,V) en posant : pour tout q [Q,
¢(@) =q
et pour tous f [CElv; [V, tels que ar(f) =k
¢(fF(vo, ..., Vk=1)) = &(F(vo, ..., Vk=1)).

Posons B = [H, Q, Q+,ALdU A est 'ensemble des transitions suivantes :

ssi, §(F(qo, - -, Gk-1)) —A g. On vérifie que

Lg = ¢ HLa).

N.B. L’hypothese que A est déterministe est essentielle pour montrer que
les transitions de B sur t simulent un calul de A sur ¢(t) : en effet les cal-
culs de A sur différentes copies de I'image d’un sous-terme de t doivent étre
identiques.

Homomorphisme linéaire :
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Soit A = [H, Q, Q+,d[hn aft et soit ¢ : T(F,V) - T(FJV) un homomor-
phisme linéaire d’arbres.

Cas 1 Homomorphisme alphabétique.

On suppose ici que, pour tout symbole f CEl ¢(F(vq,...,Vk)) =9(V1,...,Vk)
ot g [CFI” Posons B = BYQ, Q4+, Ao

A:={(f(qo,...,dk-1))~0a | F(do, ..., dk-1)» AU}
On vérifie que
Lg = ¢(La).
Cas 2 Homomorphisme linéaire général.
Soit V :={v1,...,Vn,...} un ensemble de variables. Posons B = [ Qg, Qp +, ALJ
ou
Qs = {[to] | OICH | ar(f) =k, t est sous-terme de ¢(F(vq,...,Vk)),
0 substitution de V - Q} (] | g CQ},

Qe+ :={[a] | 9 CQ+} et A est Pensemble des transitions de 'une des deux
formes :

f([t10],...,[tko]) - [F(t10,...,tkO)] (3.6)
ou les [tjo] et [F(t10,...,t0)] appartiennent a Qg,
[to] - [a] (3.7)

out [ta], [4] CQg, t(va,...,Vk) = O(F(Ve,..., W) et F(v10,...,v0) SA q.
Les transitions de la forme (3.6) permettent a B de simuler la reconnaissance
d’une image par ¢ d’un symbole f [CH; les transitions de la forme (3.7)
permettent a B de simuler une transition de 'automate A. On vérifie que

Lg = ¢(La).
0.
Nous introduisons ci-dessous deux opérations sur les ensembles de termes

qui généralisent les opérations de produit et d’étoile sur les ensembles de
mots.

Définition 3.4.6 Soit F un alphabet gradué et V un ensemble de variables.
On définit, pour toute variable v [TV et tout entier n [N, les opérations
ey, (N,V) et Ldpar : pour tous T, T CPI(T(F,V)),

I-ToyTH=T{v - TH

2- TOV g, TV =T o, T(W)

3- Thli= (T CwHOW
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Autrement dit I’élévation a la puissance (N, V) consiste & itérer, n fois, le
produit ey. On remarquera que T ™ n’est pas 'union des puissances (N, V)-
iemes de T, mais l'union des puissances (n,V)-iemes de T [{¥}.

Exemple 3.4.7 Soient F = {f,g,a} avec ar(f) = ar(g) = 2,ar(a) =
0,V =4{v,w,...} et T ={f(a,v)}. Alors

T@Y = To,T ={f(af(av)}

(T EH®Y = (T YY) = (T O} = {v.f(a,v), fa f@v)}
TEV = {f(a,f(af(af(af(av)))k

(T HEV = {v,f(a,v),f(af(aV)), f(af(af(av)), faf(af(af(avyv)),
f(a,f(a f(a,f(a f(a,v)))))}

T ™ est I’ensemble des termes de la forme représentée sur la figure 3.7,
que I'on nomme parfois “peignes droits”. Considérons maintenant T; :=

g@
o

@

Fig. 3.7 — Un élément de T ™

{f(v,v)}. Alors

TV = {F(F(v,v), F(v,v)},
(T CHEY = Lv,f(v,v), FF(v,Vv),Vv), Fv,F(v,v)),FF(, V), F(v,v))},
T = T{FL{v}
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'

Fig. 3.8 — Un élément de R.

Le langage R := {f(w,v)}™ o, {g(a,b)} est I’ensemble des termes de la
forme représentée sur la figure 3.8.

Théoréme 3.4.8 Soit V un ensemble de variables. La famille des langages
reconnaissables de T(F,V ) est close par les opérations -, et [, (pour tout
v [V]).

Preuve : Comme précédemment, nous prouvons le théoreme 3.4.8 en four-
nissant, pour chaque opération sur les langages, une opération correspon-
dante sur les automates.

Soient A; = [H [V]Qq, Q1,+,51 L1A, = [H MQz,Q2,+,52 Cdeux aft. On
suppose que Q1 N Q2 = [

Produit oy :

Posons B = [B [V] Q1 [(Qh, Q1 +,0Cdu

0 :=10; [8d [CLUg2,01) | 2 Qo+ et Vo a, 01} —{(V,01) | V- A, 01}

Toute course de l'automate B est obtenue en substituant des courses de
l’automate A, dans une course de 'automate Az, puis en changeant chaque
étiquette g2 [ + de la racine de chaque course de Ay en une étiquette Qs
telle que V- a,01 (voir figure 3.9). On en déduit que Lg = La,;{Vv «~ La,}
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A
q 3 O ': a1’ a1 5
\ V \Y)
ﬂ a2’ 02 A
Az

Fig. 3.9 — Une course de B.

i.e. Lg = La, °ov La,.

Etoile [

Soit A = [B [V]Q, Q4+, d[dComme LAII': (La ¥} ™! on peut, sans perte
de généralité, supposer que V est reconnu par A. Posons C = [H \VJQ, Q4, AL
ol

A:=8 Copavec 0= {q-9"] q CQ+,q"[Q,v- a3

Toute course p de 'automate C sur un terme t est, soit une course de l’au-
tomate A, soit est obtenue en substituant une course p, de 'automate A
(sur un terme t non-réduit a v) dans une course p; de 'automate C sur un
terme tg, en une feuille X telle que t;(X) = v, puis en affectant & p(X) une
valeur qY telle que vV — aq"(voir figure 3.10). Par récurrence sur la taille des

P1

t2 P2

Fig. 3.10 — Une course de C.

termes, il en résulte que

Lc CL}
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Réciproquement, on peut montrer par récurrence sur la taille des termes que

Le LR

3.5 Automate minimal

Nous montrons ici que tout langage reconnaissable de termes admet un
unique automate déterministe complet dont le nombre d’états est minimum
et nous fournissons une méthode permettant de le calculer.

Définition 3.5.1 Morphisme d’automates de termes. Soient Aj = [H, Qj, Qi +, 6j [
(i f1,2}) des automates de termes. Un homomorphisme de A; dans A,

est une application ¢ : Q; — Q, Vvérifiant :

(HA1l) KICN, F1CEL, G4, ..., 0k—1,9 [Q,

f(go, ..., qk—1) » A0 CED(do),-- -, d(dk—1)) -~ A, $(Q)
(HA2) [CQ, q Q1+ < ¢(q) Qo +.

Nous définissons une équivalence = sur T(F) par :

t = t'ssi ([T LCIF),C[t] (O« C[tY CL).
Lemme 3.5.2 L’équivalence = est une congruence de F-algébre.

La relation = s’appelle la congruence syntaxique du langage L. Soit L [
T(F). Introduisons deux automates de termes qui reconnaissent L.

L :=[H,Qr, QL+, 0

ou
- QL :=T(F)
— QL.+ := L est ensemble des états d’arrivée
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— O ={F(to,....t) > F(to,....t) | f CHlar(f) =k, t; CT(F)}
M := B, T(F),Q+(L),5m ]

ol

~Qui={lt= |t CTIF)}

- Q= {lt)= | t [T}

— 0 = {f([to]s, R [tk]z) - [f(to, . ,tk)]z | f CElar(f) =k, t; CO(F)}
Dans le cas de L : pour tout terme t CT(F),q CQ,

togqeg=t

donc -
([CEQL+ |t -g) = (t CO)

l.e.
L =L.

Dans le cas de M : soit m : T(F) - T(F)/ = la projection i.e. pour tout
terme t [CCI(F),m(t) := [t}=. Comme = est une congruence de F-algebre, T
est un homomorphisme de F-algebre. D’autre part,

mt) [QAm+ = EICOmn(t) =ty
- t[O
e TLQL+

Donc m est un homomorphisme d’automates, ce qui entraine que Lpg =
L =L.

Théoréme 3.5.3 Soit L [TIF) et soit A un automate déterministe com-
plet. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L=La

(2) Il existe un homomorphisme d’automates ¢ : L — A

(3) 1l existe un homomorphisme d’automates Y : A - M

Preuve : L’implication (2) [(T] résulte du fait que, s’il existe un homo-
morphisme d’automates de L vers A alors L = La et du fait que L = L.
De méme, (3) (Tl résulte du fait que Ly = L.

(1) 23

Supposons (1). Pour tout t [T(F), définissons ¢(t) comme 'unique état
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g CQa tel que t —I;,Ia\ q et vérifions que c’est un homomorphisme d’auto-
mates.

Soit f CElar(f) =k, t; CI(F)(i CJ0,k — 1]). Par définition de ¢,

ti A dt)

et si
F(d(to), ..., d(tk—1) ~ AQ, (3.8)

par définition de la réduction de ’automate A on a :

fto,..., ty_1) A Q

donc
q)(f(to, . 1tk—1) =q.

La transition (3.8) s’écrit donc

f(q)(to), . ,q>(tk_1) —>A¢(f(t0, . 1tk—1)

ce qui prouve la condition (HA1). D’autre part t [ ssi t est reconnu par
A ssi ¢(t) [CQa +, ce qui prouve la condition (HA2).

(1) C3

Supposons (1). Considérons les homorphismes T : L - Met ¢ : L - A.
Remarquons que, pour tous t,tY [CT(F), si ¢(t) = ¢(tY, alors , pour tout
contexte C, [ACQA, C[t] SAq = C[t] LA q, done C[t] CO =~ CtJ [0
Donc

(Kerd) (Herm). (3.9)

On définit alors une application T : Qa —» T(F)/ = par

Cette égalité définit bien une application T car tout état g [Qa est de la
forme ¢(t) et, d’autre part, d’apres (3.9), le membre droit 1(t) ne dépend
pas du terme t choisi parmi tous les termes dont 1'image par ¢ est égale
a (. En utilisant le fait que ¢ et T sont des homomorphismes, on prouve
aisément que T est, lui-aussi, un homomorphisme. O

Corollaire 3.5.4 Soit L [CT(F). Le langage L est reconnaissable ssi sa
congruence syntaxique =i a un index fini.
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Corollaire 3.5.5 Soit L [CTTF) un langage reconnaissable. Alors

1- M est I'automate fini déterministe complet qui a le nombre minimum
d’états, parmi les aftd complets qui reconnaissent L.

2- Si MUest un aftd complet qui reconnait L et qui a le méme nombre d’états
que M, alors M M~

Corollaire 3.5.6 Soit A un automate (de termes) fini déterministe com-
plet. On peut calculer I'automate minimal du langage La.

3.6 Expressions rationnelles

Définition 3.6.1 Soit F un alphabet gradué et V un ensemble dénombrable
de variables (disjoint de F). L’ensemble des parties rationnelles de T'(F,V)
est le plus petit éléement R de P(P(T(F,V))), vérifiant :

(i) pour tout terme t CT(F,V), {t} (R

(ii) 'R et R est clos par union finie,

(iii) R est clos par toutes les opérations o, (v [\1),

(iv) R est clos par toutes les opérations L(v V).

On note RAT (T(F,V)) I'ensemble des parties rationnelles de T(F,V ). Un
langage L [T(F,V ) est dit rationnel ssi il appartient a RAT (T(F,V)).
Plus concretement : L est rationnel ssi il existe une expression arithmétique
correctement formée, dont les opérandes sont des singletons et dont les
opérations sont [ el, 1 On appelle expression rationnelle une telle ex-
pression. Bien sir, dans une expression rationnelle, seul un nombre fini
d’opérations peut apparaitre.

Théoréme 3.6.2 Soit L [TTF). Le langage L est reconnaissable ssi il est
rationnel.

Preuve : 1- Tout singleton est reconnaissable, d’apres le théoreme 3.4.3,
REC(T(F,V))) possede le langage vide, est clos par union et d’apres le
théoreme 3.4.8, REC(T(F,V))) est clos par les opérations oy, [, On en
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conclut que
RAT (T(F,V)) CREC(T(F,V)).

2- Montrons que tout langage reconnaissable de termes est rationnel. Soit
A = [H,Q,Q+,0[hn aft. Supposons que F n Q = [_Nous avons défini une
notion de course de A sur un terme de T(F). Nous étendons cette notion
aux termes de T(F, Q) en appelant E-course de A sur un terme t [CT(F, Q),
toute application p : dom(t) —» Q telle que, [U1dbm(t) :

siar(t(u)) =k=1 alors t(u)(p(uo,...,p(u-(k—1)))-p(u) 2l (3.10)
et
si ar(t(u)) =0 alors t(u) - p(u) Calou t(u) = p(u). (3.11)

On remarquera que, aucune regle de d n’a un membre gauche appartenant
a Q; dong, si p est une E-course sur t et U est une feuille de t étiquetée sur
Q, alors p(u) = t(u). Un terme t [CT(F, Q) est dit E-accepté (ou reconnu)
par A, ssi il existe un E-calcul p de A sur t, tel que t(g) [Q.

Soit p un E-calcul de A. On appelle intérieur de p, et 'on note 1(p), 'en-
semble d’états :

I(p) :={q [Q| Mdbm(p),u & & u0 Cdbm(p),p(u) = q}.
Pour toute partie R [Qlet tout g [Q, on note

LqR ={t [CO(F,Q) | [pt dom(t) - Q,p est une E—course de A,p(e) =q et 1(p) CR}.

Nous prouvons, par induction sur |R|, que, pour tout R [Qlet tout q [Q,
le langage LqR est une partie rationnelle de T(F, Q).

Base : R = []

Alors LP: {t CI(F,Q) | h(t) = 1,t —I;,IA q}, qui est fini, donc rationnel
(clauses (i-ii)).

>

Etape d’induction : Soit R CQlr (Q—-R,q Q.

LEWY _ LR IR o, (LF)').

Revenons maintenant au langage La. Pour tout ¢ Q) posons

Tq:={f CH|ar(f) =0, T-aq}.
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Numfotons les états : Q = {q1,...,qn}. On a alors

Q
LA — Lq °q1 qu °q2 qu - oqu an (312)
q Q-

Comme les langages LqQ sont rationnels et les langages Tg; sont finis, la for-
mule (3.12) montre que La est rationnel. O
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Chapitre 4

Logique Monadique du
Second Ordre

4.1 Syntaxe et semantique

Les formules Soit S = {ry,...,rn} une signature consistant en n sym-
boles de relation munis chacun d’une arité : le symbole rj a une arité

(pi, Ti) NP

Soient V1 = {X,V¥,Z,..., },Vo = {X,Y,Z ...} deux ensembles de variables :
les variables d’ordre 1 et d’ordre 2, respectivement. L’ensemble des formules
de logique Monadique du Second-Ordre sur S est défini inductivement par :
e pour tout X [V1,Y,X [V},

x A, Y X

sont des formules MSO
= pour tout r [CSld’arité (p,T) et tous Xg,...Xp VL , Xq... Xy [V

est une formule MSO
e si &, ¥ sont des formules MSO alors

-¢, d[W o[ & T, & T

93
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sont des formules MSO.
e si ® est une formule MSO et x [V}, X [V} alors

xle, Xxl®, X.¢, [X.¢

sont des formules MSO.

Les interprétations Soit S une signature relationnelle. On appelle struc-
ture sur la signature S un t-uple

M =m0 (O OO

ott DO est un ensemble (le domaine de la structure), et pour tout i LT, n],
™ CIDO) x (P(DOD))T,

Exemple 4.1.1 Considérons la signature S := {P,E} avec P d’ arité (3,0)
et E d’ arité (2,0). Nous donnons ci-dessous deux structures sur cette si-
gnature.

N=DM p®™ g™

est définie par
DM .=N, PM™ .= {(x,y,z) NP | x+y =2z}, E® = {(x,y) (W | x =y}
M= DM p@®) g0

est définie par

DO .= {0,1,2,3,4}; PO = {(x,y,z) [{D,1,2,3,4}° | x Oy z},
EM = {(xy) C0,1,2,3,4} | x =y}

ou la loi de composition [edt définie par la table

£

DN = W N

=W N = O
=W N = O
W N = W NN
=W N e W W
N = W N
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Une valuation sur la structure M est une application v : (V1 [\}) — Dy [
P (Dyy¢) telle que, pour tout X [V}, v(X) Oy et pour tout X [V, v(X) [
P (D).

La valeur de vérité d’'une formule MSO dans une structure M pour une
valuation V est obtenue, intuitivement, en attribuant aux formules atomiques
la valeur 1 (resp. 0), si la formule exprime un fait vrai (resp. faux) dans
M, puis en interprétant les connecteurs et les quantificateurs selon 1'usage
courant en mathématique. Plus formellement, on introduit le symbole |=
et on définit, pour tout couple (M, V) formé d’une structure sur la signature
S et d’une valuation sur cette structure et toute formule MSO & sur la
signature S, la validité de

(M,v) E @.
La définition procede par induction structurelle sur .
Formules atomiques :

(M,v) E x X
ssi v(x) X).

(Myv)E Y X
ssi v(Y) Cu0X).

(M,v) = r(Xg,...Xp, Xg... Xq)

ssi (V(X1),...V(Xp),V(X1)...Vv(Xy)) C.
Connecteurs :
(M,v) |z =0

ssi, la relation (M, V) = ® n’est pas vérifiée.

(M,v) = © W

ssi, (M,v) = @) ou (M,v) = V).
etc...
Quantificateurs :
(M,v) E Xl®
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ssi, il existe un élément d LD | tel que la relation (M,vJ |= & est
vérifiée par la valuation v définie par ICVE —{x}, vi{y) := v(y), v{x):=
d, XI [V, v{X) := v(X).

(M,v) E Xl®
ssi, pour tout élément d CDWY | 1a relation (M,v |= @ est vérifiée par
la valuation v définie par Iilljl[ {x}, VQy =v(y), vi{x):=d, X [1

V2, VX)) := v (X).
Des clauses similaires définissent “(M,Vv) | [XL®” et “(M,v) | [X.9".

Exemple 4.1.2 (on continue I’exemple 4.1.1). Examinons la formule

¢ = XIIIEIP (x,y, t) [PI(x,z,t)) - E(y,2).

Cette formule est vraie dans N car la loi d’addition est simplifiable a gauche.
(i.e. Xx+y = x+z L[y ZF z). Par contre, ® est fausse dans M car 2 [0 F 2 3]
mais 0 8 3. Autrement écrit :

N @

mais par contre,
M [ ©.

Examinons maintenant la formule
V= IVIP(xY,Y),

et les valuations suivantes dans N :
V(X):=0, DAV —{x},v(v) :=3; X \V,v(X):={25}

M) =1, DOCVE = {x}u(v) :=7; [X OV, p(X) := {1,2,39}
On vérifie que :

(N E O, (N, ) B 0.

Remarquons que seule la valeur v(x) (resp. n(x)) influe sur la validité de
U, car c’est la seule variable libre (i.e. qui apparait sans €tre I’objet d’une
quantification) de ¥
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4.2 Ensembles de mots définissables en MSO

Etant donné un alphabet A, nous lui associons une signature MSO Sa
comme suit :

Sa :={Pa|a LA} [L{$}
o chaque Py est d’arité (1,0) et S est d’arité (2,0). Un mot w A beut

“naturellement” étre vu comme une structure sur la signature Sa en posant
DM .= {0,1,...|w| — 1}
et pour tout i, j COM),

PW .— {i COW |w[i] =a}

SW .— {(i,j) O™ x DM |i4+1=j}

Chaque formule MSO, close, ® sur la signature Sa définit alors le langage
des mots qui sont des modeles de P :

L(®) :={w CAHw[ &}

Un langage L [CAFst dit MSO-définissable ssi, il existe une formule MSO
® sur la signature Sp telle que L = L(®).

Théoréme 4.2.1 (Buichi,1960) Soit A un alphabet fini et Sa la signature
MSO associée. Un langage L [Al-¢ést rationnel ssi il est MSO-définissable.

Partie 1 : Montrons que tout rationnel est définissable par une formule
MSO, close.

Soit L un langage rationnel de A™nous supposerons, dans un premier temps
que € FI). Soit A = [A,Q,I,F,d[in automate fini reconnaissant L (ici
I [Qlest 'ensemble des états initiaux et F est 'ensemble des états finaux).
Construisons une formule MSO @ qui exprime 'existence d’un calcul réussi
de A.

Notons Q = {01,092, ...,0qn}- L’idée est de coder un calcul

Poa—cf pl"'pk%pk+l"'plj
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de A sur le mot W =ap---ax---am; (avec [ 1) par le nouveau mot

(Po,a0) - (Pxs )+ (P=1,2=1) (4.1)

et d’exprimer 'existence de cet étiquetage par une formule MSO. Introdui-
sons une famille de variables d’ordre 2, Xy, ..., Xp (X représente I’ensemble
des positions K étiquetées par (gj, ax), ou ak est une lettre quelconque de A,
dans le “mot-calcul” (4.1)). Considérons les prédicats auxiliaires :

— Prem(x) : X est l'entier 0.

— Der(X) : X est I'entier maximum de dom(w).
— Emptydom : le domaine est ’ensemble vide.
— Empty(X) : X est I'ensemble vide.

— Emptyinter(X,Y ) : X nY est vide.

— Part(Xy,...,Xp) : les ensembles Xi,..., Xy sont disjoints et ont une
union égale a dom(w).

— Initial(x) : X appartient & un ensemble X;j avec g; [Tl

— Final(x) : x appartient a un ensemble Xj et il existe une transition
(gi,a,qj) avec Pa(x) et q; CFL

— Trans(x,y) : il existe (gi,a,qj) [altel que x X, Pa(x),y [X;.

Ces prédicats sont exprimables par les formules MSO suivantes :

— Prem(x) est exprimé par : Oy)]-S(y, X)

— Der(x) : Iy} =S(x,y)

— Emptydom : [X- [Y]- X [Y]

— Empty(X) : [Y]- X [Y1

— Emptyinter(X,Y) : [ X} (x X XI1[Y]) - x CZL

- Part(Xy, —<n) : E‘q—sn Emptyinter (X, Xj) [IX] Elsnx X;)

— Init(x) : g X

- Fina'(X) . (qi'a'qj)EE}( I:X| I:%(X)
g5 LK
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—1
— Trans(x,y) : (qi'a’qj)[ﬁx [X; [Ph(x) Cy1CXN;).
Si € YL on pose alors :

i = Xy [Xb-... X Xt o7

Part(Xy,...,Xn) C@rem(x) - Init(x)) C(MDer(x) - Final(x))

—1 (S(x,y) - Trans(x,y))
[(=Emptydom

Si € [ on omet la derniere ligne dans la définition (4.2) de ®.

Partie 2 :

Montrons que tout langage défini par une formule MSO2 @, close, est ra-
tionnel.

Etape 1 : Afin de rendre cette preuve plus aisée, on se ramene & des for-
mules sur une signature modifiée, ou tous les symboles de relations ont
des arguments d’ordre 2 (i.e. des variables qui représentent des ensembles).
Définissons la signature MSO Sp 2 par :

Saz2:={Pala LA} L{$}

ou chaque P4 est d’arité (0,1) et S est d’arité (0, 2). La signification de P4, S
sur un mot W A&t une valuation v est donnée par :

PW .— {p [A(DW) | GILPIw[i] =a}

s .= {(P,Q) | P,Q [CR(D™), LI P ICQ,i+1=j}

Appelons logique MSO2, sur la signature Sa 2, la logique MSO sur la si-
gnature Sa 2, que 'on restreint aux formules qui ne comportent que des
variables de V5.

Lemme 4.2.2 Toute formule MSO sur Sa est équivalente a une formule
MSO2 sur Sa 2.

(une formule est dite équivalente a une autre si elle a exactement les mémes
modeles).

Preuve : On peut tout d’abord restreindre les connecteurs a —, [_eb les
quantificateurs & [_On associe ensuite a chaque variable X [V} une nouvelle
variable Zx [CM,. Etant donnée ®, formule MSO sur Sa, on définit une
formule MSO2 & sur Sa.2, par induction structurelle :

(4.2)
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e s5i®=X [Ylalors ® = ®

- si ® = S(x,y) alors & = Sing(Zy) [Sing(Zy) [SIZy,Z,)

e si &, ¥ sont des formules MSO alors =® = =®, & (W= ¢ [

e si @ est une formule MSO et X [V alors XI® = [Z) - Slng(ZX) Cdl
e si @ est une formule MSO et X [V} alors [X.& = [X- &

ou Sing(X) est la formule suivante, qui exprime que X est un singleton :

Sing(X) := MI-=(X [Y)
(o (v PEX) - [(v PO O )

O

Etape 2 : On souhaite démontrer que tout langage défini par une formule
MSO2 @, close, est rationnel. On envisage de procéder par induction struc-
turelle sur ®, ce qui nous amene a associer un langage a toute formule @,
méme lorsqu’elle comporte des variables libres.

Soit N CN,w [{0,1}" x A)-bt X = (X1,...,Xn) M. On associe au

mot W la valuation :
vy : Xi B {k Cddbm(w) | mi(wlk]) =1}, X OV —{X4,..., Xn} B [

On peut alors associer a chaque formule ® et vecteur X de variables, le
langage de ses modeles :

L(®, X) = {w 0, 13" x A) (Mpe1(W), ) = @3

Exemple 4.2.3 Prenons ¢ := X [Y] n:=2, 2, X := (X,Y), A:={a,b,c}
et considerons les deux mots de A™?

= (0,0,a)(1,1,b)(0,1,a)(0,1,b)(1,1,¢) w-:= (0,0,a)(1,0,b)(0,1,a)(0,1,b)(1,1,c)(0,0,c).
On vérifie que w |= @ tandis que w [f= . Par conséquent w [T, ;?) et
wEITI®, X).

Lemme 4.2.4 Pour toute formule MSO2 @ (sur Sa ) et tout vecteur X
contenant les variables de @, le langage L(®, ?() est rationnel.

Preuve : On prouve ce lemme par induction structurelle sur ®.
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=X et X = (X,Y,Xs, ..., Xn).
Considérons ’homomorphisme h : ({0,1}" x A)™L ({0, 1}2) “Uéfini par
h(bl, bg, Ca ,bn, a) = (bl, bz). On a

L(®, X) = h™1({(0,0), (0,1), (1, 1)}

qui est bien rationnel (car les langages rationnels sont clos par homomor-
phisme inverse).

e d=S(X,Y)et X =(X,Y,Xz,...,Xn).
Posons B; := {(0,0), (0,1)},B, := {(0,0),(1,0)}.

L(®, X) (B By 110,03 {(1,0)(0, 1) - {(0,0)}’

qui est bien rationnel (car les langages rationnels sont clos par homomor-
phisme inverse).
e & =-U

L(®, X) = ({0, 13" x A)=L L(¥, X),

qui est bien rationnel car, par hypotheése de récurrence, L(¥, ?() est ra-
tionnel et les langages rationnels sont clos par complémentaire).

e o=V, W)
L(®,X) = L(¥y, X) [TIT,, X).

Comme V¥, ¥, sont des sous-formules de @, X contient bien toutes les
variables de W1 (resp. W3) et, par hypothese de récurrence, les langages
L(W;, ?() sont rationnels. La formule ci-dessus entraine alors que L(®, ?()
est rationnel (car les langages rationnels sont clos par union).

e d=[X Vet X =(X,Xp,...,%n)
Considérons ’homomorphisme T : ({0, 1}" < A)=L ({0, 13771 < A) Hdéfini
par T[(b]_,bz, c ,bn,a) = (bz, - ,bn, )

L(®, X) = n Y(n(L(¥, X))),

donc L(®, )7) est rationnel (car les langages rationnels sont clos par ho-
momorphismes directs et inverses).
(]
Achevons la partie 2 : Soit ® une formule close. Soit X = (X1,...,Xp) un
vecteur de variables contenant 1’ensemble des variables de ®. On a établi plus
=3
haut que L(®, X) est rationnel. Comme ® est close, pour tout mot w A"’
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W = @ si et seulement si il existe une valuation v telle que (w,v) = @ si
et seulement si 0”0, 13" < A)H (Tha1 (WY, vwd) = @ et Tar(WH = w.
Donc _

L(®) = Mpa+1(L(®, X)),

et comme les langages rationnels sont clos par homomorphisme, L(®) est
rationnel.

Preuve du théoreme 4.2.1 :

la partie 1 montre que tout rationnel de mots est définissable en logique
MSO et la partie 2 montre que tout ensemble de mots définissable en lo-
gique MSO est rationnel.O

4.3 Ensembles de termes definissables en MSO

Etant donné un alphabet gradué F, nous lui associons une signature MSO
SE comme suit :

Sk :={P¢ | f CE} ({Bx | 0=k =K — 1}

ou K := max{ar(f) | f [CEl}. Un terme t CTI(F) peut “naturellement” étre
vu comme une structure sur la signature Sg en posant

D® .= dom(t)

PO .— fu O™ | tju] = £}, S = {(u,v) CO™ x D™ | u.k = v}.
Chaque formule MSO, close, ® sur la signature Sa définit alors le langage
des termes qui sont des modeles de P :

L(®) := {t CTIF) | t}|= ®}.

Un langage L [CTIF) est dit MSO-définissable ssi, il existe une formule
MSO & sur la signature Sg telle que L = L(®).

Théoréme 4.3.1 (Thatcher-Wright, 1968) Soit F un alphabet gradué
fini et S la signature MSO associée. Un langage de termes L [TIF) est
rationnel ssi il est MSO-définissable.
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On adapte la preuve du théoréme sur les mots.

Partie 1 : Tout langage rationnel est définissable

Cette fois-ci, on construit une formule ¢ qui exprime ’existence d’une “cour-
se” de l'automate fini sur le terme t.

Partie 2 : Tout langage définissable est rationnel.

Etape 1 : Toute formule M SO est equivalente a une formule de M SO2
Etape 2:

- Toute formule atomique de M SO2 a un ensemble de modeles rationnel.

- Les connecteurs et les quantificateurs conservent la rationnalité : en ef-
fet les langages rationnels de termes sont clos par complémentation, union,
homomorphismes alphabétiques directs et homomorphismes inverses.
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Chapitre 5

Langages recursivement
enumeérables de mots

5.1 Grammaires contextuelles

Définition 5.1.1 Une grammaire contextuelle est un quadruple < X,V,P,S >
ou X et V sont deux alphabets disjoints, S est un élément de V et P est un
ensemble fini de couples de la forme

aTp - ampP

ol o,B (X V)51 Vet m X CVI)*.

Les éléments de P sont appelés les régles de la grammaire. On remarquera
que le mot M ne peut pas pas étre vide dans la définition précédente. La
définition 2.2.2 de la notion de dérivation directe reste valable pour les gram-
maires contextuelles. La relation de dérivation, notée —g, est la fermetu-
reréflexive et transitive de la relation - g. Le langage engendré par G, noté
Lg est défini par

Lo :={w (XS 5§ w}

Un langage L [XI™¥st dit contextuel ssi il existe une grammaire contex-
tuelle G telle que L = Lg. On note CS(X H'’ensemble des langages contex-

105
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tuels sur 'alphabet X (les initiales CS évoquent le mot anglais “context-
sensitive” qui signifie “sensible au contexte”).

Proposition 5.1.2 L’ensemble CS(X5'est fermé par
1- substitution contextuelle de P (X 5'dans P (X 5!

2- homomorphisme de X ~#ans X~

3- inverse d’un homomorphisme de X ~tans X’

4- union.

5- produit.

6- étoile.

7- intersection avec les rationnels.

Preuve : La propriété 1 se prouve comme pour ’ensemble des langages
algébriques. Les propriétés 2,4,5,6 s’en déduisent immédiatement. La pro-
priété 7 se prouve de facon analogue a la proposition 2.6.4. On en déduit la
propriété 3 en décomposant un homomorphisme en 3 opérations, comme on
I’a vu dans la preuve de la proposition 2.6.5. O

Proposition 5.1.3 L’ensemble CS(X H'est fermé par intersection.

Esquisse de preuve : La preuve la plus naturelle de cette propriété consiste
a définir une classe d’automates qui reconnaissent exactement les langages
contextuels. Il s’agit des “machines de Turing linéairement bornées”. L’ idée
intuitive est que, un langage L est CS ssi, il est possible de tester qu’ un mot
w [ au moyen d’un programme, qui n’utiliserait qu'un espace mémoire
comportant au plus K- |w| bits (ot K est un entier, qui dépend de L mais ne
dépend pas de w). Un tel programme est dit fonctionner en espace linéaire.
On montre alors aisément que si Li, Ly sont reconnus en espace linéaire
(par des programmes P1, P7), alors il existe un programme P3, qui reconnait
Lm,; n Lm, en espace linéaire. O

Théoréme 5.1.4 (Szelepcsényi-Immerman 88) L’ensemble CS (X Hest
fermé par complémentation.
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Ce théoreme a une preuve tres délicate, qui repose, elle aussi, sur les MT
linéairement bornées.

5.2 Grammaires a structure de phrase

Définition 5.2.1 Une grammaire a structures de phrases est un quadruple
< X,V,P,S = ou X et V sont deux alphabets disjoints, S est un élément
de V et P est une partie finie de (X V)™ (X [vI)5k (X )=

Les éléments de P sont les regles de la grammaire. La seule restriction im-
posée par cette définition aux régles de grammaire est que, (u,v) [Pl [l
contient au moins une lettre de V. Remarquons que Vv peut étre le mot vide.

Exemple 5.2.2 Considérons la grammaire G := {h,b,c},{S,A,B,C,C},P,S
dont I’ensemble de régles est constitué de :

S-ABC (5.1)
ABC - AABBCC ABC_-AABBCC (5.2)
BC-CB (5.3)
CB-BC (5.4)

A-a B-b (5.5)

C-c CC-Cc (5.6)

Veérifions que Lg = {a"b"c" | n = 1}.
On vérifie le mot particulier :

S - abc.

On a
ABC -g A -ABC: -BC

dont on déduit, par récurrence sur n que, pour tout n =0,

ABC _g A"-ABC - (BC)" (5.7)
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En utilisant la régle de départ (5.1), puis (5.2) et une commutation (5.3),
on obtient

S ~c ABC - AABBCC g A ABC:-BC (5.8)
En utilisant une suite de régles (5.3-5.4), on obtient
AAM . ABC - (BC)"BC L& AM2Bn+2cn+ic (5.9)
En enchainant (5.8)(5.7)(5.9) on obtient
S -¢ AN+2gn+2cn+ls
et on appliqguant ensuite des régles (5.6), puis (5.5)

S g a2tz

Nous avons ainsi prouvé que
Le CA"0"c¢" |n=1}.
Montrons I’inclusion réciproque. Le premier fait est que le rationnel
R :={S} (A, a}~{B,b,C}{C,c} - c

est saturé par la relation - i.e., siw et w - gwHalors w2 [CR. Comme
S [RIon en conclut que Lg [CRI
Le second fait est que les trois nombres

Wlgaar — Wlspy: Wlgaay = Wlice.cyr WlgB by — [Wlgc c.c3

sont invariants par la relation —g. Comme ces trois nombres sont nuls
lorsque w = S, on en conclut que Lg [{iv [{A, a,B,b,C,c,C,S}D|

IWltaay = WlgB 0y = Wlgc c.c3}-
Des deux inclusions ci-dessus on peut conclure que

Le CLA"0"c" | n =1},

ce qui achéve notre vérification.

Une grammaire SP < X,V,P,S > est dite croissante ssi, pour toute regle
(u,v) [P Jul < v].
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Proposition 5.2.3 Un langage L est engendré par une grammaire contex-
tuelle ssi il est engendré par une grammaire SP croissante.

Esquisse de preuve : 1- Toute grammaire contextuelle est croissante.

2- Soit G =< X, V, P, 0 > une grammaire SP croissante. Nous décrivons une
méthode de transformation de G en une grammaire CS GY équivalente a G.
On appelle regle c.f. (“context-free” i.e. sans-contexte, en Anglais), une regle
de la forme S -~ m.

Etape 1 : Par la transformation déja utilisée pour la forme normale de
Chomsky, on transforme G en Gq, croissante, dont toute regle est, soit c.f.,
soit dans V Bk v

Etape 2 : On se rameéne a des regles soit c.f., soit conservant la longueur,
par la transformation suivante. Toute régle r :

avec 2 =< p <(,S;, Tj [V, est remplacée par I’ensemble de deux regles
Sl e Sp —>T1 .. .Tp—lTp+1 .. .Tqu, Ur —>Tp+1 . Tq

ou Uy est une nouvelle variable. On obtient ainsi Go.
Etape 3 : On se ramene a des regles soit c.f., soit de longueur 2, par la
transformation suivante. Toute regle r :

S1...5p-T1...Tp
avec 3 < p, est remplacée par ’ensemble de p — 1 regles

S]_SZ - T]_U]_
U]_S3 - T2U2

ot Uy, ...,Up—2 sont de nouvelles variables (chaque traitement d’une regle
I entraine la création de nouvelles variables Uj).On obtient ainsi Gg.

Etape 4 : On se ramene a des reégles soit c.f., soit contextuelles, par la
transformation suivante. Toute regle r :

S]_SZ - T1T2
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avec S1 B Ty et Sy B To est remplacée par 'ensemble de 4 regles

58S - Slgz
S1S, - SiS,
S$1S; - ST
SiT, - TiT

On obtient ainsi G4 et I'on pose G™:= G,. -
On démontre aisément, pour chaque étape de transformation, que U —g;

— L , . i
v [ul-g,,, v. La réciproque n’est vraie que pour des mots U,V écrits
sur I'alphabet des variables de la grammaire G; union I'alphabet X. Cette
réciproque est plus délicate a prouver formellement. On trouvera a la section
5.4 une démarche possible pour construire une telle preuve. O

Exemple 5.2.4 En appliquant la transformation de I'étape 4 a la gram-
maire croissante de I’exemple 5.2.2 on obtient la grammaire contextuelle
équivalente GM:.= {h, b, c},{S,A,B,B1,B,,C,Cy,C,,C,C3},PYSO

S-ABC
ABC - AABBCC ABC - AABBCC
BC-BC,, BC;-B1C;, B;C;-B;B, BiB-CB
cB-CB;,, CB,-C,B,, Cy;B,-C,C, C,C-BC
A-a, B-b

C-c
CC—»CC3, CC3—>C3C3, 0363—>C3C, CgC—»CC

Un langage est dit récursivement énumérable ssi il est engendré par une
grammaire & structure de phrase (pas nécessairement croissante). On note
RE (X H'I’ensemble des langages récursivement énumérables sur ’alphabet
X.

Intuitivement : Un langage L est RE ssi, il existe un programme P, qui
prenant en entrée n’importe quel entier N, s’arréte toujours apres un temps
de calcul fini, en imprimant un mot w(n) sur l'alphabet X et qui énumeére
les mots de L i.e.

L ={w(n) | n=0}.
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On remarquera que, cette fois-ci, aucune restriction sur les ressources en
temps et espace n’est imposée au programme P . Le programme P ne permet
pas, a priori, de tester qu'un mot W appartient a L : si on constate que
w = w(n), alors on est sir que W [L; mais si I'on constate que w F{Ww(n) |
0 < n < M}, on ne sait pas s’il existe un entier N> M tel que w = w(nY
ou bien si w FT1

Proposition 5.2.5 L’ensemble RE (X 5'est fermé par

1- substitution récursivement énumérable de P (X 5'dans P(X 5!
2- homomorphisme de X ~#ans X’

3- inverse d’un homomorphisme de X =4ans X =}

4- union.

5- produit.

6- étoile.

7- intersection.

L’ensemble RE (X 5 nest pas fermé par complémentation.

Esquisse de preuve : La propriété 1 se prouve comme pour I'ensemble des
langages algébriques. Les propriétés 2,4,5,6 s’en déduisent immédiatement.
La propriété 7 se prouve en définissant une classes d’automates, les ma-
chines de Turing, qui reconnaissent exactement les langages récursivement
énumérables. On en déduit la propriété 3 en décomposant un homomor-
phisme en 3 opérations, comme on l’a vu dans la preuve de la proposition
2.6.5.

La non-cloture par complémentation se prouve “par diagonalisation”. Soit
Go,G1,...,Gn, ..., une énumération effective des grammaires SP sur 'al-
phabet {a}. Posons

D:={a"|a" 1k, }, E:=a+D

Montrons que E n’est pas RE. Si E était RE, alors il existerait n tel
que
E =Lg,.

On aurait alors la suite d’équivalences :
a"[BH-a"ro-a"rikg, -a" re

ce qui est contradictoire. On en conclut que E n’est pas RE.
En revanche, on peut énumérer, au moyen d’un programme, les éléments de
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D : on classe, selon un ordre lexicographique, les couples (G, d) formés d’une
grammaire SP G et d’une dérivation d dans G. Le programme énumere tous
les couples

(Go, do), ..., (G, d), - ..

-a la fin de la génération de (G, d), il imprime le mot a™ dans le cas ot la
dérivation dix est terminale et se termine par a™,

- sinon il n’imprime rien et passe au calcul de (Gg+1, dk+1).

Ce programme énumere les éléments de D, donc D est RE. O

5.3 Hiérarchie de Chomsky

Nous avons étudié plusieurs ensembles de langages de mots :

3- 'ensemble des langages rationnels RAT (X 5’

2- I’ensemble des langages algébriques ALG(X Y

1- I'ensemble des langages contextuels CS(X 5

0- I'ensemble des langages récursivement énumérables RE (X 5!

On appelle “hiérarchie de Chomsky” cette classification des langages formels.

Théoréme 5.3.1 1- Pour tout alphabet X de cardinal supérieur ou égal a
2, la hiérarchie de Chomsky est stricte. i.e.

RAT (XY CALG(XY (XY CRE(XY!
2- Pour un alphabet X de cardinal 1,

RAT (XY= ALG(XY e (XY CLRE(XYH!

Esquisse de preuve : Les inclusions au sens large sont claires.

Le langage {a"b" | n = 0} appartient & ALG({a, b}"'— RAT ({a, b} (on le
démontre a partir du “lemme de ’étoile” des rationnels, par exemple). Le
langage {a" | n = 0} appartient cSs({a}h’'— ALG({a}" (on le démontre
a partir du “lemme d’itération” des algébriques).

On peut construire un ensemble d’entiers EY [CNItel que : le probleme de
savoir si n [CHsoit résoluble au moyen d’un algorithme, mais ce probleme
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ne puisse pas étre résolu en utilisant un espace mémoire linéaire par rapport
a n. Le langage {a" | n [H7% appartient alors & RE ({a}Y)'— CS({a}"’

Un tel ensemble EMpeut étre construit par diagonalisation.

Soit Cp,Cy,...,Ch,..., une énumération effective des grammaires CS sur
Palphabet {a}. Posons

D"={a"|a" [Ik,}, E”:=a"-D"

Par le méme argument que pour E ( voir ci-dessus), E n’est pas contextuel.
Il existe un programme qui teste si un mot a” [CH":

- on calcule la grammaire Cp

- on teste si a" est engendré par Cp (ce qui peut étre fait car Cp est crois-
sante)

- on accepte a" ssi a" n’est pas engendré par Cp. Il existe donc, a fortiori, un
programme qui énumere les éléments de EY Donc EMY CRE (ab'— CS(ab!
O

5.4 Un probleme

(extrait de I’épreuve de Septembre 2004 de 'UE “Théorie des langages”).
On se propose d’écrire la preuve compléte du théoréeme : "toute grammaire
croissante est équivalente a une grammaire contextuelle”.

Partie 1

Soit X un alphabet fini et R un systéme semi-thuéien sur X ™

R = {ABC — DEF} [R"

On suppose que A,B,C,D, E,F sont des lettres de X, non nécessairement
distinctes deux a deux. On construit un nouveau systéme semi-thuéien S

S = {A— L;,B— L,C— L3} [{R; — D,R; — E,R3 — F}
[KL;L,L; — R;R,R3} [RY

ou {Lj,Rj | 1 =i < 3} est un ensemble de 6 lettres distinctes n’appartenant

pas a X.

. 1 ]
1-Montrer que, pour tous U,v [XI5si u _F? Vv alors u —S—» V.
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On note Y = X [[{I;,Rj |1 <i< 3} et on définit un morphisme & : YL
X Shar :

®(L1) =A,®(L2) =B,®(L3) =C,®(R1) =D, ?(Rz) =E,®(R3) =F
et XILCX, (X)) = X.
M
R

2-Montrer que, pour tous u,v [YI5'si u —SI;IV alors ®(u) D(v).

3-Montrer que, pour tous u,v XI5 u —EV si et seulement si u —SI;I V.
On décompose le systeme S en
S ={LilyL3 —— R1RyR3} SV
On construit un nouveau systéme semi-thuéien T
T = {Lilo — Lilp, Lols — Lols, Lol — LoR3, Lily — RiR:}

-

ou {I:l, Lo, L3, I:Z} est un ensemble de 4 lettres distinctes n’appartenant pas
ayY.
Onnote Z =Y |:\__r||_1, L2, L3, Lg}.

. 1 ]
4- Montrer que, pour tous U,v [YIJsi u —S—> VvV alors u —T—» V.

. 1
5- Montrer que, pour tous u [CYISV CA%siu —T—> Vv alors toute occurrence

de L dans V est immédiatement précédée d’une occurrence de L.

6- On définit des applications ¥y : {L1loL3, L1lo} — Y5t Uy, U : ZHL,
Y He la facon suivante :

on pose

W1 (L10,03) = RiRaR3, Uy (LiL,) = RiRy
Iapplication ¥, : Z=L Y Mst le morphisme de monoides tel que :
‘I’z(Ei) = Li,‘l’2(|:2) =Lyet, Q_L”E, \Ifz(y) =Y,

puis, pour tout
W = OoW101 - - - Oj—1WjQj - - - WnOp (5.10)
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ou chaque wj est I’ un des deux mots ( LiLoL3 ou Iilllg ) et, pour tout
k [0, n], le mot Ok ne contient aucune occurrence ni de LjlyL3, ni de
I:ll—27

(W) = a(0o) W1 (W1)Wa(0g) -+ Wa(aj—1) W1 (Wj)Wa(atj) - - - W1(Wn)P2(an).
Exemple : Le mot
w = L3L,ALBAL;L,AL; LoL3ABLL,L3BAL;L,BB
admet la décomposition
w = L3L,AL;BA - L1L, - A-L1LyL3-AB - L;L,L5 - BAL;L,BB
et a pour image
U(w) = LsL,AL;1BA - R1R2 - A - R1R2R3 - AB - R1R2R3 - BAL;L,BB.

6.1 Tout mot w A Ppossede-t-il une décomposition de la forme (5.10) ?
Cette décomposition est-elle unique ? L’application W est-elle bien définie ?
s’agit-t-il d’un homomorphisme ?

6.2 Supposons que u YISV CZ1%t u —TI;I v. Montrer que ¥(u) —SI;I U(v).

[ . ]
7- Montrer que, pour tous u,v [YI5u —S—» V si et seulement si U —_I_—» V.

Partie 2
Soit Y1 un alphabet fini et S; un systéme semi-thuéien sur Y|

S; = {LiLy — RiR,} St

On suppose que L1, Lz, Ry, Ry sont 4 lettres distinctes de Y1 et Sthe contient
pas la regle L1Ly — R1R2. On construit un nouveau systeme semi-thuéien

iy

ol L1, Ly sont 2 lettres distinctes n’appartenant pas a Yi.

8- Montrer que, pour tous U,V Ijhi?'si u —SI;IV alors u ?_I;I V.
1 1
9- On note Z; = Y1 L1, Ly} et on définit des applications 85,0 : Zl':L Yll:'
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de la fagon suivante :
I’application 0, : Zl':'—> Yll%st le morphisme de monoides tel que :

B2(L1) = R1,02(L2) = L et , BAICY, B2(y) =,
puis, pour tout
W = dgL1Lo0; -+ aj_1LaLoaj -+ - Liloon (5.11)
ol aucun mot Ok ne contient d’occurrence du mot LiLy ,
B(w) = 02(0p)L1L282(01) - - B2(atj—1)L1L262(0tj) - - - L1L2B2(an).

9.1 Tout mot W [Z{admet-il une décomposition de la forme (5.11)?
Certains mots W I:lehdmettent—ils plusieurs décompositions de la forme
(5.11) 7

Que peut-on en déduire sur la définition de 8 7

9.2 Supposons que U,v [Z-t u TI_I;I v. Montrer que 8(u) —SI;I B(v).
1 1

[ . 1
10- Montrer que, pour tous U,V Ijh';'u —S—> V si et seulement si U ?_—> V.
1 1

Partie 3

On cherche a adapter les transformations de la partie 1 a des systémes semi-
thuéiens plus généraux.

Soit X un alphabet fini et R un systéme semi-thuéien sur X ™

R = {AB — DEF} [R"

On suppose que A,B,D,E,F sont des lettres de X, non nécessairement
distinctes deux a deux.
11- On propose le nouveau systeme Rj

R, = {B-—- BC,ABC — DEF} [R"
11.1 Est-il vrai que, pour tous U,V I:Xll?'si u —EV alors u —I—;IV?

1
11.2 Est-il vrai que, pour tous u,v [CXI%'siu == v alors u = v?

R; R
12- On propose le nouveau systeme S :
S = {A I L]_,B I L2L3} I:{-Rl I D,R2 I E,R3 I F}
[KLiLoLs — RiR;R3} [RY
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ou {Lj,Rj| 1 <i =< 3} est un ensemble de 6 lettres distictes n’appartenant
pas a X.

13-Montrer que, pour tous uU,v [CXI5si u _FIQ;IV alors u —SI;I V.
Onnote Y =X [{L;,Rj |1 =i<3}

14- Est-il vrai que, pour tous u,v [CX15u _F\T V si et seulement si U —S—> v?

Partie 4
Une grammaire G = (X,V, P, S) est dite croissante ssi ses regles sont de la
forme

(a,B) X )W (X ) Bk (X ) Hwvee |a|<|B .

15- Montrer que, pour toute grammaire croissante G, il existe une gram-
maire croissante GP= (X,VJPYSY, telle que L(G) = L(GY et telle que,
pour toute regle (a, ) [P a V.

On appelle poids de la grammaire G = (X, V, P, S), 'entier v(G) = max{|B|, (a, )
P}

16- En utilisant les parties 1 et 3, montrer que toute grammaire croissante

de poids 3 est équivalente a une grammaire croissante de poids 2.

17- En utilisant la partie 2, montrer que toute grammaire croissante de poids

2 est équivalente a une grammaire contextuelle de poids 2.

18- Pouvez-vous généraliser les arguments précédents pour prouver que :

toute grammaire croissante est équivalente a une grammaire contextuelle de

poids 27
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