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Rappel 1
S, : groupe symétrique
groupe des permutations de {1,...,n}.

£S,, = n!

Action “classique” de S, sur C|z1, ..., Zy]

o.P(xy,...,2,) = P(0.X;) = P(z,(1),- - -

P € C[X,] est symétrique ssi

Voels,, . P=P.

Sym,, : espace des polynéomes symétriques.




Définition 1 Espace harmonique :

H, {PeC[X,]/VQ e Sym’, Q) P =0}
C[X,]/(Symy).

Théoréme 1 (Artin)

dimH,, = n!.




Définition 2
Gn,m : groupe symétrique généralisé

= Cn 1Sy

: groupe des matrices de pseudo-permuta-
tions dont les entrées non nulles sont des racines

m-1émes de 'unité.

Exemple 1

=y

Remarque 1 G, ,,, = m" n!

B, = G, 2 : groupe hyperoctahédral
: groupe des permutations signées.

Sn — Gn,l




Action de Gy, p, sur C[X,,] :

gP(Xn> — P(an>
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Exemple 2 m =3, j=¢e¢3 , n=3

0

0 1
0 0 j |- -(xfz2)=75%z123
i 0

0

Définition 3 Polyndémes invariants :

Pelnvy,m & Vg€ Gpm, g.P=P.

Proposition 1

P e Inv,,m < 3Q € Sym, / P(X,) = Q(X,").

n




Définition 4 Polynémes covariants :

Covpm={P € C[X,] / VQ € Inv/ ., Q(0) P =0}
~ C[X) /(v

Remarque 2 Cov,; = H,.

Théoréme 2 (Chevalley)

dim Covym =t Gpm = m" nl.




Définition 5 Action quasi-symétrisante de &,
(F. Hivert) :

AC X,, tA=1, K= (k1,..., k), ki >0,

oce AN = {0.A}E.

Exemple 3 o0 = 4231

oe(x; xg) oe (xl,mg)(l’z)

{0’.(5131, 333) (<1’2)

{24,250

{x3,x4}(1,2)

I3 IEi




Fonctions quasi-symétriques

Définition 6 P € C[X,,]| est quasi-symétrique
siVk < n, Y(aq,...,a;) € (N*)¥,

20 - g P = [z - 3% P

il ’Lk jl Jk
dés que 11 < --- < et 91 < -+ < Jk.
Notons Q. Sym,, leur ensemble.

Remarque 3 Il est clair que Sym,, C QSym,,,
mais (n=3)

29 + 223 + 2323 € QSYm, \Sym.,.
12,1,01+[2,0,1]+0,2,1]




Proposition 2

Pe®Sym, & VYoes§,, ceP =P

Définition 7 Pour a = (ay,...,q;) une com-

position de |a|=k>0, noté :a =k, on définit :

_ aq a;
Ma(Xn) = E : Ly =y,
0<iy1<--<i;<n

Fa(Xn) — Z Mﬁ(Xn)

Bro

Exemple 4 n=3,a=(1,2) :

xlxg + xlx?), + :ngg

M1,2) + M1,1,1)

xlzc% + wlaz% + :132:1:§ + T1T2x3




Définition 8 Espace Super-Harmonique

SH, = {P € C[X,] / VQ € QSym;;, Q(d)P
~ C[X,]/(QSym,).

Remarque 4

Sym, C QSym,, — SH, C H,,.

Théoréme 3 (Aval, Bergeron, Bergeron)

dimSH, = C, — <2n>
n+1\n




Groupe S, Grn,m
Invariants Sym, Inv, m
Covariants dim H,, = n! dim Covy, m = m™ n!

(Quasi-invariants QSym.,
Super-covariants | dim SH,, = (),




Action quasi-symétrisante de G,, ,, sur C[X,,] :

ge A" ={g.A}2
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Exemple 5 m=3, j=¢3, n=23

0
0




Définition 9 Quasi-invariants

PeQInvy,m & VgeGnm, go P =P.

Proposition 3

P e QInv, ,m & 3Q € QSym,, /| P(X,) = Q(

Exemple 6

2 2 2
M 1(X3) xr]xo + 7 T3 + T5x3

QSyms

2 4.2 | 4.2 4 2
M3,1(X3) T1 Ty + T3 T3 + Ty X3

Q[TL’US’Q




Définition 10 Super-covariants

SCovpm ={PeC[X,]/VQeQInv, .., Q(0)P=0}
~ QX /(QInvt ).

Théoréme 4

dim SCovy, p, = m"™ C,,.

Corollaire 1

dim SCov, 2 = 2" C),.




Correspondance entre éléments de N" et

chemins

Exemple 7 Pour n = 6, on associe a

e=1(2,1,0,3,0,1)

le chemin P, suivant :




Chemin de Dyck :

e=(0,1,1,0,2,1)

Chemin transdiagonal :

e=(0,1,2,1,0,2)




Théoréme 5 L’ensemble de mondémes

{(Xn)?""*/ 0 de Dyck, 0 < o; <m}

est une base de C[X,]/(QInv] ).




Exemple 8 m =n =2

2 2
T+ T5
1 5

4
x1+x2

My (X35) + M11(X3) — 25 M1(X3)
9 9

4 4
r]+ x5 + 7 x5 — xl(:zzl +:1:2)

75

Les mondmes non divisibles par z2 ou z5 sont

2 2 3 3
1,21,22,x1 X2,25,T1 T5,T5, T1 T5.




Exemple 9 (n = 3)

Tr1+ T2 + T3
2 2 2
]+ T1T2 + T1T3 + 5 + TaT3 + T3
= z1(x1 + T2 + x3) + T3 + T2x3 + T3

= x5 + Tox3 + T3

2 2 2
= T1T5 + T1X2x3 + T1T3 + T2T3

= x1(23 + T273 + T3) + T275

= $2£IJ§
= x1Fo(x1, 22, z3) + F3(x2, 23)
= :cg’ + x%a:g + :Cgac% + :cg

To (15 + T2T3 + 73) + T3

T3




Les mondmes non divisibles par {x1, 23, Tox3, 73 }

sont :




Série de Hilbert

SCovlF) = SCovp, m N Cr[Xy).

Notons C) 1le nombre de chemins de Dyck de
longueur 2n et comportant exactement k£ arches
(facteurs),
k(2n —k—1)!

n!(n—k)!

ClF) =

Fom(t) = Z dim SCovgf,)n th,

Théoréme 6

— 1—¢m\"
Fpym(t) = (Z (k) tmk) ( — ) |
k=0




Fpa(t)

14+t

1+ 2t + 282 + 23 + ¢4

1+ 3t + 582 + 73 + 8t* + 8t° + 6t° + 2¢7

Z Fom(t)z" =

(1—t) — /(1=t)(1 —t — 4tmz(1 — t™)) — 22(1—t™)
(1—t)(2tm —1) — z(1 — t™)




Théoréme 7 (Steinberg)

H, = L5|A,]

1 I

1 I

1 =z,

et plus généralement :

Covpm = Lo|An,m]




