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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)

o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere
H H ! Hlinéaire:

u (v+w) = (u (v+w)
= (U v+u w)
= U v+u w
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)
o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere

e« H estune bigebre (H;+; ; ;4 ) coassociative, counifere
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)
o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere
e« H estune bigebre (H;+; ; ;4 ) coassociative, counifere

H1TH H morphisme d'algebre :

4(k u = k4 (u)

4(u+v) = 4(u)+4(v)

4u v) = AU )4 W
4(1) = 4((1) 4(1)
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)
o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere

e« H estune bigebre (H;+; ; ;4 ) coassociative, counifere
Il existe H | Qtelque (" 1d) 4 =14d,le

. P P
si4(w)= v; wvpalors "(vl) vo=w
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)
o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere
e« H estune bigebre (H;+; ; ;4 ) coassociative, counifere

e Hestgraduée: H =t jonyHn
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Dé nition : algebre de Hopf graduee

o Hestun Q-ev (H;+;)

o H est une algebre (H;+; ; ) associative, unifere

e« H estune bigebre (H;+; ; ;4 ) coassociative, counifere
e Hestgraduée: H =t jonyHn

@ Hn L}
« Ho=Q

Hk H,

k+1=n
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Exemples

Q ! Y | S | P
21 6 C, 6 nl 6 (n+1)"1?
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Exemples

Q ! Y | S | P
"1 6 C, 6 nl 6 (n+1)"1?
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731)= 3421
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731)= 3421

P
o 2S, 2S,k+l=n; = uv=fl:ng UV

Std(u)= ;Std(v)=
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]

Permutation associée a un mot sans répetition :

Std(4731)= 3421
P
o 25 293,k+l=n; = uv=f1:;ng UV
Std(u)= ;Std(v)=
Exemple : 12 21= 1243+ 1342+ 1432+ 2341+ 2431+ 3421
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731)= 3421

P
o 25 293,k+l=n; = uv=f1:;ng UV
Std(u)= ;Std(v)=
Exemple : 12 21= 1243+ 1342+ 1432+ 2341+ 2431+ 3421

P
o 25,,4( )= in:o if 1;::5ig Std( jfi+1;:::;ng)
62315% 125g = 215
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Algebre du groupesymeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
S, . groupe symetrique ; S = Q[t Sy]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731)= 3421

P
o 25 293,k+l=n; = uv=f1:;ng UV
Std(u)= ;Std(v)=
Exemple : 12 21= 1243+ 1342+ 1432+ 2341+ 2431+ 3421

P
o 25,,4( )= in:o if 1;::5ig Std( jfi+1;:::;ng)
62315% 125g = 215

Exemple : 4 (3124)
1 3124+ 1 Std(324)+ 12 Std(34)+ 312 Std(4)+ 3124 1
1 3124+ 1 213+ 12 12+ 312 1+ 3124 1
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Exemples

Q ! Y I S | P
"1 6 C, 6 nl 6 (n+1)"1?
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Algebre desarbr esbinair esplans

[Loday-Ronco]

Y, . ensemble des arbres binaires plans

Y = Q[t Yy]
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Algebre desarbr esbinair esplans

[Loday-Ronco]

Y, . ensemble des arbres binaires plans

Y = Q[t Yy]

Y. : ensemble des arbres binaires plans
déecroissants
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Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y et S,

28 mai 2004 — — Algebres de Hopf en combinatoire — p.6/29



Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y, et S,

Surjection S, ! Y, en oubliant les étiquettes

28 mai 2004 — — Algebres de Hopf en combinatoire — p.6/29



Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y, et S,

Surjection S, ! Y, en oubliant les étiquettes

Pour T 2 Y,, on dé nit

(T) = 2'S
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Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y, et S,

Surjection S, ! Y, en oubliant les étiquettes

Pour T 2 Y,, on dé nit

(T) = 2'S
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Algebre desarbr esbinair esplans

T To= 7 ((T) (T9)
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Algebre desarbr esbinair esplans

T To= 7 ((T) (T9)

N\ L=
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Algebre desarbr esbinair esplans

T To= 7 ((T) (T9)

/N .= (231+ 132) (1)
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Algebre desarbr esbinair esplans

T T0=" N((T) (1Y)
/N .= (231+ 132) (1)

= (2314+ 2413+ 3412+ 3421)+ (1324+ 1423+ 1432+ 2431)
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Algebre desarbr esbinair esplans

T To= 7 ((T) (T9)

/N .= (231+ 132) (1)

(2314+ 2413+ 3412+ 3421)+ (1324+ 1423+ 1432+ 2431)

4 4 4 4 4 4 4 4
2;( 2/>3 3/>2 3/\2 1;( 1/>3 1/3{3 2/\3
- 2/\1 + + + A\ + 1/\2 + + + 2
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Algebre desarbr esbinair esplans

T To= 7 ((T) (T9)

/N .= (231+ 132) (1)

(2314+ 2413+ 3412+ 3421)+ (1324+ 1423+ 1432+ 2431)

4 4 4 4 4 4 4 4
2;( 2/>3 3/>2 3/\2 1;( 1/>3 1/3{3 2/\3
- 2/\1 + + + A\ + 1/\2 + + + 2
£+ N\
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Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y, et S,

Surjection S, ! Y, en oubliant les étiquettes

Pour T 2 Y,, on dé nit

(T) = 2'S
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Algebre desarbr esbinair esplans

| 31452 bijection entre Y, et S,

Surjection S, ! Y, en oubliant les étiquettes
Pour T 2 Y,, on dé nit

(T) = 2'S

T TO=T (T (1Y)

e 4(M=( ) *4((T)
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(M=(C ) *4((T)
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(My=(C ) *4((CT)
4 /\
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(M=(C ) *4((T)

4 /\ = 4(231+ 132)
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(M=(C ) *4((T)

4 /\ = 4(231+ 132) = 4 (231) + 4 (132)
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(M=(C ) *4((T)

4

/\ = 4(231+ 132) = 4 (231)+ 4 (132)

1 231+1 12+21 1+231 1
1 132+ 1 21+ 12 1+ 132 1
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Algebre desarbr esbinair esplans

4(M=(C ) *4((T)

4

/\ = 4(231+ 132) = 4 (231)+ 4 (132)

1 231+1 12+21 1+231 1
1 132+ 1 21+ 12 1+ 132 1

3 2 3
1 2/\1+ 1 L}-+\\1 L+ 2/\1 1
3 2 3
1 L/ \2+ 1 \\14-1/; L+ 1./\2 1
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4(T)=(

4

Algebre desarbr esbinair esplans

)

H4 (T

/\ = 4(231+ 132) = 4 (231)+ 4 (132)

1 231+1 12+21 1+231 1
1 132+ 1 21+ 12 1+ 132 1

3 2 3
1 2/\1+ 1 b}-+\\l L+ 2/\1 1
3 2 3
1 L/ \2+ 1 \\14-1/; L+ 1./\2 1

1 /\\ +.

\ + .

S+ /

.+ N .+ N\ 1
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Exemples

Q ! Y I S | P
"1 6 C, 6 nl 6 (n+1)"1?
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Algebre desdescentes

[Solomon]

Qn=f 1,+1g" ' Q= Q[t Qn]
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Algebre desdescentes

[Solomon]

Qn=1f L+1g" ' Q= Q[t Qn]
! (+1; 1,+1;+1; 1)

Yn ! Qp surjection
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Algebre desdescentes

[Solomon]

Qn=1f L+1g" ' Q= Q[t Qn]
! (+1; 1,+1;+1; 1)

Yn ! Qp surjection
. X
PourH 2 Q,,ondénit ( H)= T2Y
T2Yy
(T)=H
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Algebre desdescentes

[Solomon]

Qn=1f L+1g" ' Q= Q[t Qn]
! (+1; 1,+1;+1; 1)

Yn ! Qp surjection
. X
PourH 2 Q,,ondénit ( H)= T2Y
T2Yy
(T)=H
_ X X
(H)= =
2 Sp Des( )=H
( )=H
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Algebre desdescentes

[Solomon]

Qn=1f L+1g" ' Q= Q[t Qn]
! (+1; 1,+1;+1; 1)

Yn ! Qp surjection
. X
PourH 2 Q,,ondénit ( H)= T2Y
T2Yy
(T)=H
. X
Des( )=H

! (+1; 1L;+1;+1; 1)
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Exemples

Q ! Y | S | P
"1 6 C, 6 nl 6 (n+21)"1
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Algebre desfonctionsde parking

[Novelli-Thibon]

(2;1;3;2;4)
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Algebre desfonctionsde parking

[Novelli-Thibon]

(2;1;3;2;4)

Parkisation : w2 N", d(w) = minfi=#fw; 6 ig<ig
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Algebre desfonctionsde parking

[Novelli-Thibon]

(2;1;3;2;4)

Parkisation : w2 N", d(w) = minfi=#fw; 6 ig<ig

w= (3;51;1;11;8;8;2); d(w)=6

wl= (3;5:1,1;10,7;:7;2); dw) =6
w%=  (3:5:1;,1;9;6;6;2); dw° =8
wP®  (3;5;1;1;8,6,6;2); d(w®=9

Park(w) = w%% (3:5; 1; 1; 8; 6; 6; 2)

e

AR oy g" .

<ol o Y

o Qem -
| 2
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Algebre desfonctionsde parking

P
o I 0= Ppark(u)=f;Park(v)= g UV
uv2P
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Algebre desfonctionsde parking

P
o f O= park(u)=f:Park(v)= g UV
uv2P

12 11 = 1211+ 1222+ 1233+ 1311+ 1322
+ 1411+ 1422+ 2311+ 2411+ 3411
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Algebre desfonctionsde parking

P
o f O= park(u)=f:Park(v)= g UV
uv2P

12 11 = 1211+ 1222+ 1233+ 1311+ 1322
+ 1411+ 1422+ 2311+ 2411+ 3411

P
o 4(f)= fjf 1000 g I:)ark(fjf i+1"";ng)

ou la somme est sur les coupuresde f : #ff; 6 ig= i
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Algebre desfonctionsde parking

P
o f O= park(u)=f:Park(v)= g UV
uv2P

12 11 = 1211+ 1222+ 1233+ 1311+ 1322
+ 1411+ 1422+ 2311+ 2411+ 3411

P
o 4(f)= fjf 1000 g I:)ark(fjf i+1"";ng)

ou la somme est sur les coupuresde f : #ff; 6 ig= i
41252 | coupuresenl;3;4;5

4 (41252)= 1 41252+ 1 3141+ 122 12+ 4122 1+ 41252 1
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Algebre desfonctionsde parking

Surjection : P, ! S,
(2;1;1;3) 7! 2134 (places de parking effectives)

S sous-algebre de P
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Exemples
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Exemples

s Q) Y ! s 1 P

o Algebre de Connes-Kreimer
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]

o |le produit est l'union des foréts
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]

o |le produit est l'union des foréts

N ANA
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]

o |le produit est l'union des foréts

N ANA

o 4 (T) = A(c;T) B(c;T)

c coupure de T
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]

o |le produit est l'union des foréts

N ANA

° 4 (T) = c coupure de T A(C;T) B(C;T)

Coupure : ()>\ H%( Non !
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Algebre desforétsd'arbr es

[Connes-Kreimer]
F, ensemble des foréts d'arbres enracinés a n nosuds

F = Qft Fp]

o |le produit est l'union des foréts

N ANA

P
° 4 (T) = c coupure de T A(C;T) B(C;T)

Coupure : ()> H%( Non !

O NSO NETI NI Y
/\+I/\+2/\ +1/>\
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Exemples

s Q) Y ! s 1 P

o Algebre de Connes-Kreimer
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Exemples

e Q! Y ] S P
o Algebre de Connes-Kreimer
o Algebre de Grossman-Larson
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Algebre desarbr esenracinésplans

[Grossman-Larson]

T ensemble des arbres enracinés plans a n + 1 nceuds
T = Qft Tn]
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Algebre desarbr esenracinésplans

[Grossman-Larson]

T ensemble des arbres enracinés plans a n + 1 nceuds
T = Qft Tn]

AN
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Algebre desarbr esenracinésplans

[Grossman-Larson]

T ensemble des arbres enracinés plans a n + 1 nceuds
T = Qft Tn]

O I
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Algebre desarbr esenracinésplans

[Grossman-Larson]

T ensemble des arbres enracinés plans a n + 1 nceuds
T = Qft Tn]

AN LA
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Algebre desarbr esenracinésplans

[Grossman-Larson]

T ensemble des arbres enracinés plans a n + 1 nceuds
T = Qft Tn]

AN LA

4 M-
N2V ld A e M
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Exemples

e Q! Y ] S P
o Algebre de Connes-Kreimer
o Algebre de Grossman-Larson
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Exemples

Q! Y ! S| P
Algebre de Connes-Kreimer

Algebre de Grossman-Larson
Algebre des fonctions quasi-symetriques
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Algebre desfonctionsquasi-symetrigues

[Gessel]

X = fXq;X2;X3;:::0

une composition de n = (ar;az;:::;a)
X Y
F (X)= Xj,
jl6j26 6ja1<ja1+16 6ja1+a2<jal+a2+16 6jn =1
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Algebre desfonctionsquasi-symetrigues

[Gessel]

X = fXq;X2;X3;:::0

une composition de n = (ar;az;:::;a)
X Y
F (X)= Xj,
jl6j26 6ja1<ja1+16 6ja1+a2<jal+a2+16 6jn =1

Fio(X) = X1X5+ X1X3+ X1X5+  + XoX5+ XoX5 + :::

+ X1X2X3 + X1X2Xyg + + XoX3Xg +
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Algebre desfonctionsquasi-symetrigues

[Gessel]

X = fXq;X2;X3;:::0

une composition de n = (ar;az;:::;a)
X Y
F (X)= Xj,
jl6j26 6ja1<ja1+16 6ja1+a2<jal+a2+16 6jn =1

Fio(X) = X1X5+ X1X3+ X1X5+  + XoX5+ XoX5 + :::

+ X1X2X3 + X1X2Xyg + + XoX3Xg +

QSym = Q[F ]
e F F = F F (produitpolynomial)
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Algebre desfonctionsquasi-symetrigues

[Gessel]

X = fXq;X2;X3;:::0

une composition de n = (ar;az;:::;a)
X Y
F (X)= Xj,
jl6j26 6ja1<ja1+16 6ja1+a2<jal+a2+16 6jn =1

Fio(X) = X1X5+ X1X3+ X1X5+  + XoX5+ XoX5 + :::

+ X1X2X3 + X1X2Xyg + + XoX3Xg +

QSym = Q[F ]

e F F = F F (produit polynomial) Mais encore ??
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P-Partitions

[Stanley]

()
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P-Partitions

[Stanley]
6
1
3
P ordre partiel de f1;:::;ng
P-partition: f : P | X = fxq;X2;X3;:::gtelle que

o i<pj =) f(i)6f()
o i<pjeti>j=) f@i)<f()
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P-Partitions

[Stanley]
6
1
3
P ordre partiel de f1;:::;ng
P-partition: f : P | X = fxq;X2;X3;:::gtelle que

o i<pj =) f(i)6f()
o i<pjeti>j=) f@i)<f()

X40
1x4
3
X X3
x1

28 mai 2004 — — Algebres de Hopf en combinatoire — p.22/29



P-Partitions

[Stanley]
6
1
2
P ordre partiel de f1;:::;ng
P-partition: f : P | X = fxq;X2;X3;:::gtelle que
o i<pj =) f(i)6f(j)
o i<pjeti>j=) f@i)<f()
X4.6
1x4
3
X X3
x1 A(P) ensemble des P-partitions associées a P
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P-Partitions

Exemples
123 ... n
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P-Partitions

Exemples
123 ... n ..
o000 00 | compositions (en n parts)
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P-Partitions

Exemples

123 ... n ..

o000 00 | compositions (en n parts)
n
2
1
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P-Partitions

Exemples

123 ... n ..

o000 00 | compositions (en n parts)
n
2
1 ! partitions (en n parts)
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P-Partitions

Exemples
123 ... n ..
o000 00 | compositions (en n parts)
n
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1 ! partitions (en n parts)
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P-Partitions

Exemples
123 ... n ..
o000 00 | compositions (en n parts)
n
2
1 ! partitions (en n parts)
1
2
n | partitions en (n) parts distinctes
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P-Partitions

28 mai 2004 — — Algebres de Hopf en combinatoire — p.24/29



P-Partitions

| partitions planes
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P-Partitions




P-Partitions

2S, ! ordre associé P(n)

P(2)
P(1)
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P-Partitions

2S, ! ordre associé P(n)

P(2)
P(1)

L(P)=f 2S5,= eendPg
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P-Partitions

2S, ! ordre associé P(n)

P(2)
P(1)

L(P)=f 2S5,= eendPg

Théoreme
AP)=1[ 2.A()
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P-Partitions
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S

1

3

P-Partitions

6 6
1 2 1
o 2% |3 4
4 T 3 f(3)< f(4)
£(3)>f(4){ 5 5
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P-Partitions

6 6
1 2 1
2 3 4 4
4 3 f(3)< f(4)
£(3)>(4)¢ 5 5
6 6 6
6o - 1 2 1 Q
2 3 1 2
3 2 4 4
4 T 4 3 T 3
5 5 5 5
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P-Partitions

6 6
1 2 1
2 3 4 4
4 3 f(3)< f(4)
£(3)>(4)¢ 5 5
6 6 6
6o - 1 2 1 Q
2 3 1 2
3 2 4 4
4{> T 4 3 T 3
5 5 5 5

OO WEDNO®
O WDNEFEO®
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QSym et P-Partitions

X W
F(P) = t(1)

f2A(P)i=1
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QSym et P-Partitions

X W
F(P) = t(1)

f2A(P)i=1

PP WODN O

Pour P =
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QSym et P-Partitions

X W
F(P) = t(1)

f2A(P)i=1

X6
X6
x5
X3
X2
X2
x1

PP WODN O

Pour P =
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QSym et P-Partitions

X W
F(P) = t(1)

f2A(P)i=1

X6
X6
x5
X3
X2
X2

Pour P = X1 F( )= Fiaa(X)

PP WODN O
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QSym et P-Partitions

X W
F(P) = t(1)

f2A(P)i=1

X6
X6
x5
X3
X2
X2

Pour P = X1 F( )= Fiaa(X)

PP WODN O

F( )=F (X) Des()=faj;ai+ az::..g
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QSym et P-Partitions

Ainsi, pour multiplier : F»  F11
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QSym et P-Partitions

Ainsi, pour multiplier : F»  F11

] b
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QSym et P-Partitions

Ainsi, pour multiplier : F»  F11

S YR

R NP_W
R BADNW
B~ OWON
P DNW
PP OWN
WL N
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QSym et P-Partitions

Ainsi, pour multiplier : F»  F11
, 2 3¢ 3
16 2
1I I‘4 —= 20 4
l¢ 1

B~ OWON
P DNW
PP OWN
WL N

Fo F11=Fa1+ Foo+ Fo11+ Fiz+ Fior + Figo
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QSym et P-Partitions

Ainsi, pour multiplier : F»  F11
, 2 3¢ 3
16 2
1I I‘4 —= 20 4
l¢ 1

B~ OWON
P DNW
PP OWN
WL N

Fo F11=Fa1+ Foo+ Fo11+ Fiz+ Fior + Figo
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QSym et P-Partitions

Et pour comultiplier :

28 mai 2004 — — Algebres de Hopf en combinatoire — p.29/29



QSym et P-Partitions

Et pour comultiplier :

X
4F = F F

=coupure de
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QSym et P-Partitions

Et pour comultiplier :

X
4F = F F

=coupure de

PN PW
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QSym et P-Partitions

Et pour comultiplier :

X
4F = F F

, =coupure de
3}' 3

3
T E

P NPW
RPN W
HI\wa‘
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QSym et P-Partitions

Et pour comultiplier :

X
4F = F F

=coupure de
3f L
Lo

4F33=1 Fzu+F1 Fo1s+F2 Fiut+tFs Fp+F3; 1

P NPW
RPN W
HI\wa‘
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